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.1 Planungsphase und Grundlagen

Die Planung der Untersuchung steht vor der Datenerhebung und muss mit entspre-
chender Sorgfalt betrieben werden. So lassen sich Fehler und Pannen von Beginn
an reduzieren.

- Auswahl der Variablen! Nach der Auflistung der moglichen Variablen sollte man
unterscheiden in eine unabhangige und eine abhangige Variable. Unabhéngige
haben einen Einfluss auf deren abhangige und werden systematisch verandert,
um so die Auswirkungen auf die abh. zu messen.

- Des weiteren gibt es Kontrollvariablen, die weder der einen noch der anderen Va-
riable zu Tell sind, aber eine Rolle spielen. Diesen kénnen miterhoben werden o-
der sollten anderenfalls konstant gehalten werden.

- Nichtberiicksichtigte Faktoren kdnnen zu Stoérvariablen fihren. So kann ein ge-
fundener Effekt falsch interpretiert werden. Oft sind dies Versuchsbedingungen,
die systematisch unterschiedlich sind (Larm, Zeit, Motivation etc.)

- Labor oder Felduntersuchung? Diese Unterscheidung betrifft in erster Linie die
potentiellen ,Storvariablen® einer Untersuchung. Sollen auRRere Einflisse moglichst
gering gehalten werden, so nennen wir dies eine Laborsituation, wohingegen die
Durchfiihrung in der ,natirlichen® (biotischen) Umgebung als Felduntersuchung
bezeichnet wird.

Beide Varianten haben natirlich Vor- und Nachteile. So ist die Interpretierbarkeit ei-

ner Laboruntersuchung wesentlich sicherer. Damit kdnnen wir auch von einer hohen

interen Validitat ausgehen. Diese sinkt mit grol3er werdenden Interpretationsmog-
lichkeiten auf Grund nicht kontrollierbarer Stérvariablen. Problematisch ist allerdings
die externe Validitat. Also, in wie weit bestimmte Faktoren des Umfeldes notwendig
sind, die aber in einer Laborsituation nicht mehr bertcksichtigt werden. So ist eine

Untersuchung also extern valide, wenn sie Uber die Untersuchungsbedingungen hin-

aus generalisierbar ist. Diese sinkt mit héher werdender Unnatirlichkeit.

Man kdnnte diese beiden Paare auf einem Kontinuum anordnen:

Labor / hoheinterne Validitat <« > Feld / hohe externe Validitat

Wahrend dieses Kontinuum das Ausmal} der Kontrolle untersuchungsbedingter Stor-
variablen bezeichnet, so unterscheiden wir durch quasiexperimentelle vs. experi-
mentelle Untersuchung das Ausmalfi der Kontrolle personlichkeitsbedingter Storvari-
ablen.

In einer experimentellen Untersuchung sollten solche Storvariablen unter allen Teil-
nehmenden gleich verteilt sein. Dies lasst sich durch Randomisierung erreichen.
Indem also alle Vpn. zuféllig den Bedingungen zugeordnet werden. Externe Validitat
ist durch eine reprasentative Stichprobe zu erreichen. Eine quasiexperimentelle Un-
tersuchung bedient sich ,naturlicher® Gruppierungen, die damit zwingend einer Aus-
pragung der UV zugeordnet sind. (m. vs. w., Autofahrer vs. Nicht- Autof. ...) So ist es
einsichtig, dass die interne Validitat bei experimentellen Untersuchungen wesentlich
hoher ist. Bei quasiexp. Untersuchungen kann dieses Defizit durch Parallelisierung
ausgeglichen werden. (beide Seiten gleich hohe Anteile der Storvariablen)

Operationalisierung legt fest, welche Operationen als indikativ fur die AV gelten und
damit zu messen sind und wie diese Messung geschehen soll. Also, nachdem fest-
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gelegt wurde welche Variablen gemessen werden sollen, muss operationalisiert wer-
den wie diese erhoben werden konnen. Je komplexer die Variablen sind, um so
schwerer wird auch die O. Dabei kann es hilfreich sein bereits bestehende Tests und
Instrumente zu benutzen oder zu seinen Zwecken umzugestalten.

Stichprobengrof3e. Zunéchst muss banal gesagt werden: ,so viele wie moglich®.
Genauer betrachtet dies die Poweranalyse. Hierzu gibt es unterschiedliche Ansatze.
Wichtig ist jedoch, dass man sich uberlegen muss wie stark mein Effekt wohl sein
wird. Erwarte ich einen nur sehr kleinen Effekt, so muss meine Stichprobe entspre-
chend groRRer sein. Ein sehr starker Effekt lasst sich auch bei einer geringeren Anzahl
von Vpn. signifikant bekommen. (Eine Mdglichkeit bieten hierzu Kevin R. Murphy &
Brett Myros ,Statistical Power Analysis®)

Zu Hager siehe Testplanung 1 & 2!

Zur Planung der statistischen Auswertung sei nur erwahnt, dass man sich vor der
Datenerhebung im klaren sein sollte welches Verfahren man anwenden mochte. Da-
bei ist es wichtig, dass man die Datenerhebung nicht nach der Methode gestaltet.
Vielmehr sollte die Auswertungsmethode sich nach den inhaltlichen Kriterien der Un-
tersuchung richten. Haufig werden zwei schwere Fehler gemacht. 1. Man bestimmt
die Methode erst nach der Datenerhebung. Oft fihrt dies dazu, dass eigentlich gut
geeignete Methoden nicht mehr anwendbar sind, da es lediglich am Skalenniveau
scheitert. Genauso verkehrt ist es dann aber auch, eine Untersuchung rein nach der
statistischen Methode hin aufzubauen. So werden inhaltliche Kriterien, die der Theo-
rie nach abgeleitet wurden, vernachlassigt. Damit wirde man die Aussagekraft einer
Untersuchung erheblich beschneiden, auch wenn diese statistisch einwandfrei sei.

In der Auswertungsphase sollten dann die Daten betrachtet und statistisch ausge-
wertet werden. Dabei féllt der erste Blick auf die sog. Gutekriterien von Untersuchun-
gen. Diese sind bekanntermafl3en unter Objektivitat Subjektivitdt und Validitat zu-
sammengefasst. Mit der Validitat und ihren Besonderheiten wollen wir uns spater
tiefergehender beschéftigen.
Objektivitat meint das Mal3, in dem das Testergebnis vom Testanwender Un-
abhangig ist.
Das Testergebnis sollte vom Versuchsleiter unabhéngig sein. Dazu gehort
auch, dass die Probanden unter der Instruktion stets das gleich verstehen
mussen.
Verschiedene Auswerter mussen zu Ubereinstimmenden Ergebnissen kom-
men. (Itemformulierung, Antwortbewertung...)
Individuelle Bewertungen sind nicht wissenschaftlich und durfen bei Testaus-
wertungen keine Rolle spielen. Eine Interpretation eines Testes muss nach ei-
nem vorgegebenen Muster ablaufen.

Die Reliablilitat ist ein Mal3, mit dem die Genauigkeit Uberprift wird, mit der
ein Test ein Merkmal erfasst, oder eben nicht.

Diese Methode ist nicht fur alle Tests in gleicher Weise giiltig. So ergibt eine
schnelle Aufeinanderfolge der Retests auch einen eher ginstigen Koeffizient
und fahrt zur Uberschatzung der R. . Andererseits wiirde die R. unterschétzt
werden, wenn zeitlich abhangige Merkmale abgefragt werden wtirden.
(Paralleltest) Diese weitere Methode der Bestimmung der R. misst die Aquiva-
lenz Uber die Entwicklung zweier Tests, die beide Operatonalisierungen des
selben Konstrukts darstellen. Diese werden dann direkt in Folge von den Pro-
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banden ausgefuhrt. Je &hnliche dann die Ergebnisse sind, desto weniger Feh-
lereffekte sind im Spiel. Hierbei wird das MalR der R. Uber die Kovarianz
(Messwertpaare variieren miteinander) geschatzt.

Split Half ist eine &hnliche Methode wie oben. Hierbei wird der Test in zwei
Halften aufgespalten. Die Varianz der beiden Halften gibt dann die Varianz
des Gesamten an. So gibt die Korrelation zwischen den beiden Halften die R.
an.

Interne Konsistenz: Diese letzte Methode zur Uberpriifung setzt an den ge-
wabhlten Items selbst an. Dies kann auch als eine Art der Erweiterung der Split
— half Methode angesehen werden. Hierbei wird jedes Item eines Tests als
neuer Test angesehen. Somit entsprechend viele Parallel Teste wie Intems.
Wenn nun alle Items dieselbe Dimension messen, so missen sie auch hoch
miteinander korrelieren. Einfacher kann dieser Zusammenhang auch Uber
,LCronbach’s Alpha“ ermittelt werden, der sowohl auf dichotome als auch auf
polytome Items anwendbar ist.

.2 Deskriptive Statistik

Statistische Methoden zur Beschreibung der Daten in Form von Tabellen, Grafiken
oder einzelnen Kennwerten bezeichnet man als deskriptive Statistik. Diese grenzt
sich ab von der Schliel3enden- oder auch Inferenzstatistik, die im nachfolgenden Ka-
pitel betrachtet wird.

.2.1 Tabellarische Darstellung des Materials

Nach Erstellung der Urliste wird diese in eine Haufigkeitsliste Uberflihrt. Dazu muss
man sich zunachst Uber die Kategorienbreite im klaren sein. D.h. Werte werden in
Intervallen zusammengefasst. Die Anzahl dieser Kategorien hangt von der GroRRe
des Kollektivs (Stichprobengrof3e) ab. Also, je groRer das Kollektiv ist, desto mehr
Kategorien oder auch Intervalle kann ich wahlen, wobei der Ubersichtlichkeit halber
ein Kategorienanzahl von 20 nicht Gberschritten werden sollte. Diese Intervalle wer-
den auch als Reduktionslagen bezeichnet. Nachdem die Haufigkeitsverteilung ermit-
telt ist, sollten ebenso die kumulierten Haufigkeiten durch sukzessive Summierung
berechnet werden. Diese sollte als letzten Wert den der KollektivgroRe annehmen.
Aul3erdem lassen sich die Haufigkeiten als Prozentwerte berechnen und diese wie-
derum als kumulierte Prozentwerte mit dem ,Endwert* 100 aufsummieren. Somit er-
geben sich 4 Schritte, die in einer Tabelle festgehalten werden sollten. Die kumulier-
ten Prozentwerte werden auch als Prozentrdnge bezeichnet. Sie kénnen einfach aus
den kumulierten Haufigkeiten und der Kollektivgrof3e berechnet werden.

.2.2 Statistische Kennwerte

Diese untergliedern sich in Mal3e der zentralen Tendenz und Dispersionsmalie. Ers-
tere beschreiben die speziellen Eigenschaften der Verteilung in ihrer Gesamtheit,
wohingegen sich Dispersionsmal3e auf die Unterschiedlichkeiten (Variabilitat) in der
Verteilung beziehen.
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MalfRe der zentralen Tendenz

a) Modalwert. Dieser Wert hat in der Gesamten Verteilung die hochste Haufig-
keit. Dieser kann leicht aus der Haufigkeitstabelle abgelesen werden. Es kann
deshalb auch sein, dass es zwei Modalwerte innerhalb einer Verteilung (bimo-
dal) gibt. Bei Verteilungen, die zwei nebeneinanderliegende Intervalle mit
gleich hochsten Haufigkeiten aufweisen, spricht man von breitgipfligen Vertei-
lungen. Wobei hier der Modalwert der Kategoriengrenze entspricht. Ublicher-
weise gibt man den Modalwert aber nur an, wenn es einen eindeutigen Wert
gibt. Bei eindeutig ansteigenden oder abfallenden Verteilungen ist die Angabe
des Modalwertes nicht sinnvoll.

b) Als zweites steht der Medianwert zur Beschreibung zur Verfiigung. Dieser
kennzeichnet die Mitte aller Versuchspersonen. Also, bis zu diesem Wert lie-
gen 50 % aller Messwerte. Anders ausgedriickt kbnnte man sagen, dass alle
anderen Werte zu diesem den kleinsten Abstand einnehmen. So ist der Mit-
telwert der summierten Abweichungen am kleinsten. Auch dieser ist ein-
fach aus der Haufigkeitsverteilung abzulesen. Der Median halbiert also die
Verteilung. Bei ungerader Anzahl von Werten erhélt man den Median durch:
(n-1) / 2. Bei gerader Anzahl: Mittelwert vom Wert der unteren Grenze und
dem darauffolgenden.

c) Das arithmetische Mittel (Mittelwert) kennzeichnet den Durchschnittlichen
Wert Uber alle Versuchspersonen und néahert sich am ehesten jedem Wert der
Verteilung. Hierbei ist die Summe der quadrierten Abweichungen am ge-
ringsten.

Aus diesen drei Werten lasst sich die Verteilung beschreiben, ob sie rechts-, linkssteil
oder symmetrisch ist.

- rechtssteil: Modalwert > Median > Mittelwert

- linkssteil: Modalwert < Median < Mittelwert

- symmetrisch:  Modalwert = Median = Mittelwert

d) Mit dem gewichteten Mittel fasst man die Mittelwerte unterschiedlicher Kollek-
tive unter einem Gesamtmittelwert zusammen. Also, nichts anderes als der
Mittelwert der Einzelmittelwerte. Dieser wird als gewichteter Mittelwert be-
zeichnet und berechnet sich sehr einfach:

Summe aller Produkte von Mittelwerten und Gro3e der Kollektive, dividiert
durch die Summe aller Kollektivgré3en.

Dispersionsmalie

Auch wenn die Ahnlichkeit zweier Verteilungen hinsichtlich ihrer zentralen Tendenz
sehr hoch scheint, kdnnen ihre Werte tatséchlich stark unterschiedlich sein. Dartber
informieren uns sog. Dispersionsmal3e. Zu diesen z&ahlen u.a. Variationsbreite, AD —
Streuung, Varianz- und Standartabweichung.

Variationsbreite bezeichnet die Spannweite der erhobenen Messwerte und wird da-
her auch als ,range“ bezeichnet. Berechnet wird diese Mal3 also als die Differenz
zischen grof3ten und kleinstem Wert der Verteilung. Wenn dies durch hohe Extrem-
werte (Ausreif3er) beeinflusst wird, so kann man auf Perzentile zuriickgreifen. Diese
schneiden Teile der Verteilung an beiden Enden der Verteilung ab. Die Mittleren 90%
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aller Falle werden also durch das 5. und das 95 Perzentil beschréankt. Die Berech-
nung der Perzentile erfolgt nach den selben Richtlinien, wie bei dem Median, der
nichts anderes ist, als das 50. Perzentil. Definierte Bereiche sind der Interdezilbe-
reich, also die mittleren 80% aller Falle (dezi=10; P100 - P10 — P90). Als Interquartil-
bereich werden die mittleren 50% aller Falle bezeichnet, begrenzt durch P25 und
P75. Der mittlere Quartilabstand ist definiert durch P75 — P25. Dieser Wert entspricht
dem Median der Verteilung.

Varianz und Standartabweichung sind wohl die gebrauchlichsten Mal3e zur Kenn-
zeichnung von Variabilitat (Dispersion) einer Verteilung. Der Vorteil der Varianz ge-
genuber der Variationsbreite oder Perzentilen ist, dass samtliche Werte einzeln be-
ricksichtigt werden. Die Varianz berechnet sich als die Summe aller quadrierten Ein-
zelabweichungen vom arithmetischen Mittel, dividiert durch die Gesamtzahl aller
Messwerte. Ein wesentliches Problem der Varianz ist, dass ihr nicht mehr die ur-
sprungliche Skala zugrunde liegt, sondern das Quadrat dieser. Ein solches Mal3 ist
allerdings nur schwer interpretierbar, weshalb man diese Quadrierung wieder rick-
gangig macht, indem man die Wurzel aus der Varianz zieht. Dieses Mal3 wird als
Standartabweichung bzw. Streuung bezeichnet. (Beachte den Unterschied zum
Standartfehler, der die Streuung in einer Kennwerteverteilung kennzeichnet!)

Bedeutung der Standartabweichung:
In der Normalverteilung gilt, dass im Bereich von einer Standartabweichung ca. 68 %
aller Falle liegen und 95.5% im Bereich von bis zu 2 s.

Ein Beispiel ware also: /\

Wir messen einen x quer von 90
bezuglich dem IQ. Dazu errechnen
wir die Standartabweichung von 8.
Das hiel3e, dass 68 % der Vpn. ei-
nen IQ von 82 bis 98 aufweisen. |\
Dementsprechend 95,5 % zwischen
74 und 106 IQ — Punkten liegen. -Is 1s 2
Dartber hinaus liegt die Wahr- j
scheinlichkeit einen 1Q unter oder 8%

Uber diesen Werten zu haben bei <
32% bzw. < 4,5%.

95 5%

Diese Annahmen sind nur unter der Bedingung gultig, dass normalverteilte Daten
vorliegen, die Intervallskalenniveau (mindestens) besitzen. Zur Berechnung von Va-
rianz und Standartabweichung und zu anderen Verteilungen und deren Wahrschein-
lichkeitsberechnungen fiur s siehe Bortz S. 43 f.

Z — Werte

Die z — Transformation bringt zwei oder mehrere Skalen auf eine, um sie so besser
miteinander vergleichbar zu machen. Aber auch scheinbar identische Skalen sind so
besser zu interpretieren. Die Skalen sind nach der Transformation Standartnormal-
verteilt. Ein gutes Beispiel soll dies verdeutlichen: zwei Schiler unterschiedlicher
Jahrgange haben die Note 1,7 erreicht. Ob dies auch fir eine Gleichheit der erbrach-
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ten Leistung stehen kann ist fraglich, da die Bedingungen nicht bekannt sind. Um
dies besser untersuchen zu kénnen, werden die Daten auf eine Skala gebracht, die
die Unterschiedlichkeit innerhalb der jeweiligen Kollektive bertcksichtigt. Dazu bilden
wir den Quotienten aus den Abweichungen vom Mittelwert und der Standartabwei-
chung bzw. Streuung. Diesen Wert bezeichnet man als ,z — Wert®. Diese Verteilung
hat dann einen Mittelwert von O und eine Streuung von 1. (Zur Herleitung dieser bei-
den Mal3e vergleiche Bortz S. 45)

Schiefe und Exzess

Unter Schiefe verstehen wir das Mald mit dem die Verteilung einseitig steiler ist als
die entsprechende Seite. Wie schon erwahnt kdnnen wir mit dem Mittelwert, dem
Modalwert und dem Median auch auf die Schiefe der Verteilung riickschliel3en. Fur
die Schiefe der Verteilung gab Pearson eine Schéatzformel. Er bildete die Differenz
von Mittelwert und Modalwert und bildet den Quotienten mit der Streuung. So ist er-
sichtlich, dass ein Wert fur ,Sch” < O fur eine rechtssteile, > 0 fur eine linkssteile und
= 0 fur eine symmetrische Verteilung spricht.

Mit dem Exzess beschreiben wir die Breite (schmal- vs. breitgipflig) des Verteilungs-
gipfels. Dieser kann Uber die Perzentile geschatzt werden. Je gré3er dieser Wert ist,
desto breiter ist auch der Gipfel der Verteilung.

Schiefe und Exzess lassen sich besser tUber Potenzmomente berechnen. Dabei gibt
das 3 Potenzmoment ein Mal3 der Schiefe und das 4 Potenzmoment das des Exzes-
ses wieder. Aus der Rechenvorschrift ergibt sich, dass negative Werte der Schiefe
fur eine rechtssteile und positive eben fur eine linkssteile Verteilung sprechen. Das
Mald des Exzesses nimmt O an, wenn wir eine Normalverteilung vorliegen haben. (Es
gibt Uber diese Berechnung dann auch die Mdglichkeit die Abweichung einer Vertei-
lung von der Normalverteilung auf Signifikanz zu berechnen)

.3 Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Wahrscheinlichkeitsthe-
orie

In der Wahrscheinlichkeitstheorie unterscheidet man zunachst zwischen subjektiver
und objektiver Wahrscheinlichkeit. Erstes sind Zahlenangaben, die keinen fundier-
ten Hintergrund haben, sondern viel mehr individuelle Schatzwerte beztiglich eines
Merkmals sind. Diese werden meist aufgrund von Erfahrung oder externen Informati-
onen getroffen. (Morgen wird es zu 50% regnen...) Unter objektiver Wahrscheinlich-
keit verbirgt sich der Gedanke, Zahlenangaben nur aufgrund von wiederholbaren Ex-
perimenten oder Berechnungen zu machen. Allgemein formuliert kbnnte man auch
sagen, dass sich o. W. nur durch wiederholte Versuche mit einem Objekt oder ein
Versuch mit wechselnden Objekten, schéatzen lassen.

Oft werden Zufallsexperimente benutzt, wenn man objektive Wahrscheinlichkeiten
definieren will. Diese, auch Zufallsbeobachtung genannte Methode, ist nichts weite-
res, als die beliebig oft wiederholbare Durchfiihrung eines Experimentes, dessen
Ausgang zufallig ist, also nicht im Voraus bestimmbar ist. Das Ergebnis eines sol-
chen Experimentes bezeichnen wir als Elementarereignis und die Menge aller Mogli-
chen Elementarereignisse sind im sog. Ereignisraum zusammengefasst. (Beim Wur-
fel: Elementarereignis: 1, 2,..., 6; Ereignisraum: 1-6.)
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Oft interessieren uns an solchen Experimenten allerdings mehr bestimmte Teilmen-
gen zusammengefasster Elementarereignisse. Solche, als Ereignisse bezeichneten
Ergebnisse kdnnen auf unterschiedliche Art und Weise verknupft werden:

a) Vereinigung von Ereignissen. Wenn wir zwei oder mehrere Ereignisse
zusammenfassen, so erhalten wir ein neues Ereignis, welches erflillt ist,
wenn ein Elementarereignis der zusammengefassten eintritt. Wir sprechen
von einer ,oder“ Verknipfung: A U B ( U = oder)

b) Komplementare Ereignisse sind alle die, die nicht zu einem Ereignis ge-
héren. A=BuUC... (gelesen: non A) Die Vereinigung von non A und A
fuhrt logischerweise zu einem sicheren Ereignis( A U A).

c) Im Logischen Produkt werden bestimmte Ereignisse Ausgewahlt. Die
auch als ,und bzw. sowohl als auch® Verknipfung bezeichnete Beziehung
kennzeichnet ein Ereignis, welches dann erfllt ist, wenn mindestens zwei
Bedingungen erfillt sind. Das Ereignis ist dann eingetreten, wenn sowohl A
als auch B: A~ B Diese Verknupfung wird auch als Durchschnittsbildung
bezeichnet.

d) Einander ausschliel3ende Ereignisse sind solche, die keine gemeinsamen
Elemente haben. Wenn wir also Ereignis A, B haben, in denen sich keine
gemeinsamen Elementarereignisse befinden und ein weiteres Ereignis C,
das sowohl Elemente aus A, sowie aus B enthalt, dann ergibt sich:

AN B=0,aberauch AnBnC =0, da es kein Ereignis gibt, welches
sowohl in A .und in B und in C fallt.

.3.1 Relative Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten

Nach der mehrfachen Durchfihrung eines Zufallexperimentes lasst sich die absolute
Haufigkeit auszahlen, wie oft ein bestimmtes Ereignis A eingetreten ist. Dies lasst
sich einfach in die relative Haufigkeit umrechnen, indem wir die Haufigkeit der giins-
tigen Ereignisse na durch die Gesamtzahl der moglichen Ereignisse n teilen. Der so
errechnete Quotient steht fir eine Schatzung der Wahrscheinlichkeit, die wir als sta-

tistische Wahrscheinlichkeit p bezeichnen. Also: p(A) :n—r;*. Diese Schatzung der

tatsachlichen Wahrscheinlichkeit 7 wird um so genauer, je gréf3er n (also die Anzahl
der Gesamtzahl aller mdglichen Ereignisse) wird. Die Differenz zwischen der ge-
schatzten Wahrscheinlichkeit p und der tatsachlichen z geht gegen 0, wenn n gegen
unendlich geht. Herleitung tber das Bernulli — Theorem.

Wenn wir mehrere Ereignisse Verknupfen, um dann deren gemeinsame Wahrschein-
lichkeit zu errechnen steht an erster Stelle die Uberlegung, ob es sich dabei um dis-
junkte (einander ausschlieRende) oder nicht — disjunkte (einander — zumindest zu
Teilen — einschlieRende ) Ereignisse handelt.

Fur disjunkte Ereignisse gilt: p(A)= Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten.

Diese Regel ist gleichzeitig das 3. Wahrscheinlichkeitsaxiom. Allgemeiner formuliert:

Die Wahrscheinlichkeit, dass eines von k disjunkten Ereignissen eintritt, entspricht
der Summe der Wahrscheinlichkeiten fur diese k Ereignisse.
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Fur nicht disjunkte Ereignisse gilt: p(A)= Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten,
abzuglich der Wahrscheinlichkeit dafir, dass zwei oder mehrere Ereignisse gleichzei-
tig auftreten. Allgemein:

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Zufallsexperiment wenigstens ein Ereignis
eintritt, ergibt sich aus der Summe aller Wahrscheinlichkeiten abziglich der Wahr-
scheinlichkeit dafur, dass beide Ereignisse zugleich auftreten. Wichtig: Wenn Ereig-
nisse A, B, C, D und E moglich sind. Und wir die Wahrscheinlichkeit fir A U B ermit-
teln wollen, so ergibt sich fur p(A U B)= p(A) + p(B) — p(AnB).

.3.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Unter bedingter Wahrscheinlichkeit verstehen wir, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein
Ereignis auftritt, unter der Bedingung, dass ein anderes bereits aufgetreten ist. Im
Unterschied zu einer sowohl als auch Bedingung, wo wir nach der Wahrscheinlichkeit
suchen, dass zwei Ereignisse bezogen auf die gesamte Menge aller Ereignisse ge-
meinsam auftreten, suchen wir hier nach der Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis
auftritt, bezogen auf die Menge der gemeinsamen mdglichen Ereignisse.

n R ) p(An B)
A | B )= —2&  dividiert durch n: p(A|B)=——=.
p(A|B) . p(A|B) (5)

Daraus lasst sich das sog. Multiplikationstheorem ableiten, welches besagt, dass
die Wahrscheinlichkeit fir das gemeinsame Auftreten zweier Ereignisse dem Produkt
ihrer Einzelwahrscheinlichkeiten entspricht. Dabei muss allerdings zwischen abhan-
gigen (bedingten) und unabhangigen Experimenten unterschieden werden.

a) Bei abhéngigen Experimenten: p(AnB)=p(A)* p(B|A)
b) Bei unabhéngigen Experimenten: p(AnB)=p(A)* p(B) (z.B.: p fur das

Ereignis, dass sowohl eine 6 gewdurfelt wird und eine Zahl beim Munzwurf
fallt.)

Weitere Theoreme:

Das Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit besagt, dass die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses B, welches immer unter der Voraussetzung A auftritt, gleich der
Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten multipliziert mit der bedingten Wahrschein-
lichkeit von B ist.

Mit dem Theorem von Bayes werden die bedingten Wahrscheinlichkeiten ver-
knupft, unter der Verwendung des Theorems der totalen Wahrscheinlichkeit. Hierbei
geht es um die Frage, wie man die bedingte Wahrscheinlichkeit von B berechnen
kann, wenn die von A bekannt sei. Die Bedeutung dieses Theorems wird aber erst
dann ersichtlich, wenn nicht der gesamte Ereignisraum bekannt ist, da wir dann nicht
mehr Uber die relativen Haufigkeiten die Wahrscheinlichkeiten schatzen kénnen.

.3.3 Wahrscheinlichkeitsfunktionen und Verteilungsfunktionen
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Nach der Durchfiihrung eines Zufallsexperimentes erhalten wir ,Zufallsvariablen®,
deren Verteilung diskret oder stetig sein kann. Diskret ist eine Verteilung, wenn die
Werte anschlieRend in Kategorien Uberfuhrt oder gezahlt werden. Stetig ist eine Zu-
fallsvariable dagegen, wenn die Werte in einem Intervall beliebig genau sein kbnnen.
Uber genauere Merkmale informiert uns die Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kurz
auch Verteilung. Dabei ist zwischen Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungs-
funktion zu unterscheiden!

Diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Diese (fy) definiert die Verteilung einer diskreten Zufallsvariable. Sie ergibt sich als
Quotient aus der Anzahl madglicher (in den Ereignisraum fallender) Ereignisse im
Nenner und der Anzahl der gunstigen Ereignisse im Zahler. Somit ergibt sich fur Er-
eignisse aul3erhalb des Ereignisraumes ein Funktionswert von 0 und fur alle x; ist sie
gleich der Wahrscheinlichkeit fir dieses Ereignis p;. Wirfel: f3 = p3 = 1/6. Mit 2 Wr-
feln ergeben sich 5 unterschiedliche Moéglichkeiten z.b. eine 8 zu erlangen (2+6, 6+2,
3+5, 5+3, 4+4). Somit erhalten wir fur fg einen Wert von 5/36. Soll die Funktion far
mehrere Ereignisse gelten, so werden diese additiv zusammengefasst. Die Funktion
fur alle Ereignisse betragt dann logischerweise 1.

Stetige Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Der Ereignisraum einer stetigen Variablen (Zeit, Grof3e, Gewicht...) besteht aus un-
endlich vielen Elementarereignissen. Somit kdnnen wir nicht zwischen Ubrigen x und
xi (Wuarfel: x; = 1,2,...6. und x > 6) differenzieren. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion gin-
ge somit gegen 0. Somit fragen wir hierbei nach der Wahrscheinlichkeit, die ein be-
stimmtes Ereignis innerhalb eines abgegrenzten Raumes / Intervalls AX annehmen
wirde. Somit sprechen wir bei stetigen Verteilungen nicht von einer Funktion der
Wabhrscheinlichkeit, sondern verstehen fy als Funktion der Dichte. Also, dass sich ein
Wert in einer bestimmten Flache unter der Kurve befindet. Dies l&sst sich somit als
Integral der Flache zwischen den Grenzen a,b unter der Verteilung verstehen. (vgl.
Grafik Bortz S. 63)

Verteilungsfunktion fur diskrete Zufallsvariablen

Wahrend wir mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion die Wahrscheinlichkeit ermitteln
wollen, die ein (oder mehrere) Ereignisse haben, so ergibt die kumulierte Wahr-
scheinlichkeitsfunktion eine Wahrscheinlichkeit wider, irgendein Ereignis bis zu ei-
nem ausgewahlten Ereignis zu erhalten. Diese bezeichnen wir als Verteilungsfunk-
tion.

Verteilungsfunktion fur stetige Zufallsvariablen

Die Bedeutung ist naturlich dieselbe. Jedoch sind hier die Intervallgrenzen anders. Ist
der Beginn einer diskreten Verteilung definiert, so liegt dieser bei stetigen Verteilun-
gen bei -co. Somit entnimmt man die Verteilungsfunktion einer stetigen Verteilung
dem Integral der Flache von -« bis a fir Werte, die héchstens einen Wert von a an-
nehmen. Der Komplementarschluss sagt uns also, mit welcher Wahrscheinlichkeit in
einem Zufallsexperiment ein Wert groRer gleich a auftritt:

P(x>a)=1- p(x<a)
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Zusammengefasst bedeutet dies also, dass die Wahrscheinlichkeitsfunktion einen
bestimmten Bereich bzw. ein Ereignis einer Verteilung beschreibt, wohin gegen die
Verteilungsfunktion die gesamte Verteilung bez. einen Bereich vom kleinsten bzw.
groRten Wert an. So erklaren sich auch die Intervallgrenzen beim Integral. Der
kleinste Wert einer stetigen Verteilung ist nun mal -c.

Wie in empirischen Verteilungen, gibt es in Zufallsverteilungen statistische Kennwer-
te. Diese sind aber dann theoretische (der Population gleich), und kénnen so nur ge-
nahert werden. Der Mittelwert p ergibt sich aus der Summe aller x; mal den relativen
Haufigkeiten bzw. Einzelwahrscheinlichkeiten p;. Die Varianz 2 ergibt sich aus der
Summe aller p; mal den quadrierten Einzelabweichungen vom Mittelwert u. Dies gilt
fur diskrete Verteilungen. Bei Stetigen macht eine solche Berechnung wenig Sinn, da
die Wahrscheinlichkeit fur eine stetige Variable gleich 0 ist. So wird auch hier wieder
der Weg uber das Integral gegangen.

Auf dieser Ebene sprechen wir allerdings nicht mehr vom Mittelwert, sondern vom
Erwartungswert.

.3.4 Diskrete Verteilungen

Im folgenden sollen die wichtigsten diskreten Verteilungen besprochen werden. Dazu
zahlen vor allem die Binomialverteilung, die hypergeometrische- und die Poisson —
Verteilung.

Binomialverteilung

Ausgangspunkt sind Verteilungen von Experimenten mit zwei alternativen Aus-
gangsmaglichkeiten, welche aber gleiche Wahrscheinlichkeiten besitzen.

Die Binomialverteilung ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir die Zufallsvariable
,Haufigkeiten des Auftretens von einem Ereignis bei n Bernoulli Experimenten®. Die
Einzelwahrscheinlichkeiten fur die beiden moglichen Ereignisse addiert sich zu 1.
Gesucht ist also die jeweilige Wahrscheinlichkeit fir die Mdglichen Kombinationen
der Alternativereignisse. Es ist einsichtig, dass 7mal die Zahl zu werfen bei 10
Munzwaurfen, weniger wahrscheinlich ist, als 6/4 oder 5/5, die Kombi mit der héchsten
Wahrscheinlichkeit. Diese hangt naturlich auch von der Anzahl der Bernoulli Versu-
chen ab. (FUr die Herleitung der Binomialverteilung vgl. Bortz S. 66)

Man kann also der Binomialverteilung entnehmen, wie oft ein Ereignis zu erwarten
ist, wenn ich die Wahrscheinlichkeit fur die Ereignisse und die Anzahl der Versuche
kenne. (Bsp.: Ein Ereignis A mit der Wahrscheinlichkeit von 0,25 tritt mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 0,0186 genau 7 mal auf, wenn wir den Versuch 13mal durchfiih-
ren. Dabei ist die Auftretenswahrscheinlichkeit der Wert der Binomialverteilung.)
Auch die Summe der Auftretenswahrscheinlichkeiten 1 ergeben. Genauso kann na-
turlich berechnet werden, wie hoch die Wahrscheinlichkeiten sind, dass A héchstens
bzw. mindesten k- mal auftritt. (Summe der Wahrscheinlichkeiten von k bis n, bzw.
von O bis k. Die zweite Mdglichkeit entspricht also auch der Verteilungsfunktion
einer Binomialverteilung.)
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Allgemein: Diese Funktion definiert die Wahrscheinlichkeit der Haufigkeiten fur das
Auftreten eines Alternativereignisses A in n Versuchen, wenn A mit der Wahrschein-
lichkeit von p eintritt. Diese Wahrscheinlichkeitsfunktion heif3t Binomialverteilung mit
den Parametern n und p.

Das Pascalsches Dreieck
gibt uns die Mdglichkeit Binomialkoeffizienten direkt abzulesen.

15 10 10 5 1
16 15 20 15 6 1

OO~ WNPEFODS
o
w
w
=

Wenn wir nun die Wahrscheinlichkeit fur zweimal Zahl bei 5 Munzwirfen suchen, so
ergibt sich n=5 und xj bzw. k = 2:

10 = Summe der gunstigen- und (erste ,1“ zahlt als 0)

32 = Summe der moglichen Ergebnisse. (Summe der entspr. Zeile)

10/32 = 0,3125 = fx.

Die Binomialverteilung ist eine unimodale Verteilung, die symmetrisch ist fur p=q. Ist
p < 0,5, so ist sie linkssteil. Man kann zeigen, dass Binomialverteilungen einen Mit-
telwert von n*p und eine Streuung von der Wurzel aus n*p*q haben.

Bei steigendem n kann die Binomialverteilung durch die Normalverteilung approxi-
miert (genahert) werden.

Hypergeometrische Verteilungen

Bei der Binomialverteilung wird vorrausgesetzt, dass die Wahrscheinlichkeiten der
einzelnen Ereignisse stets gleich bleiben. Bei einem Munzwurf ist dies auch gege-
ben. Stellen wir uns allerdings eine Urne vor, in der sich 5 rote und 5 schwarze Kun-
geln befinden und wir ziehen einzelne Kugeln, so veréndern sich die Wahrscheinlich-
keiten von Zug zu Zug. Die Binomialverteilung kénnten wir in diesem Falle nur an-
wenden, wenn wir die Kugeln wieder zuricklegen. Tun wir dies nicht missen wir die
hypergeometrische Verteilung anwenden.

Anders formuliert gibt die Wahrscheinlichkeitsfunktion der hypergeometrischen Ver-
teilung an, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Zufallsvariable ,A oder alternative zu
A“ einen bestimmten Wert annimmt. Diese ist deshalb eine Zufallsvariable, da es
vom Zufall abhangt, welche Kugel z.b. gezogen wird, und wie sich die ,neuen® Wahr-
scheinlichkeiten gestalten.

Beschreibende Parameter:

N: Gesamtzahl der Objekte

K: Anzahl der Alternative A (und N-K Objekte fur A-quer)

n: GroRRe der Stichprobe (bsp.: man will 4 rote aus 10 Kugeln n=4, N=10)

k: Haufigkeit der Alternative A (entsprechend n-k fiir A-quer)
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Die Wahrscheinlichkeiten werden auch hier Uber die Regel ,Anzahl der ginstigen
Falle durch Anzahl der Mdglichen Falle berechnet, dies muss aber nach jedem
Durchgang erneut getan werden. Diese Anzahl wird durch die 2. Kombinationsregel
N Uber n berechnet.

Die Hypergeometrische Verteilung beschreibt also genau wie die Binomialverteilung
eine Auftretenswahrscheinlichkeit, jedoch ist die Wahrscheinlichkeit p des Eintretens
von A zufallig und nicht gleichbleibend.

Poisson — Verteilung

Diese ist die Verteilung seltener Ereignisse. Ist die Anzahl n der méglichen Ereig-
nisse sehr grof3 und die Wahrscheinlichkeit p des Auftretens von A sehr gering, wird
die Berechnung Uber die Binomialverteilung sehr umstandlich. Deshalb lasst sich
dieser Wert Uber die Poisson — Verteilung approximieren. Fur unendlich grof3es n
und p = 0 gehen diese beiden Verteilungen ineinander tber. Mittelwert und Varianz
dieser Verteilungen sind identisch: n*p.

(Vgl. S. 71 und 156 im Bortz ,Schilerbeispiel®)

Weitere diskrete Verteilungen

Eine binomiale Verteilung kénnen wir annehmen, wenn wir zwei Ausgange und glei-
che Wahrscheinlichkeiten haben. Steigt allerdings die Anzahl der mdglichen Aus-
gange auf >2, so verteilen sich die Werte multinomial, wobei die Vorraussetzung
der gleichen Wahrscheinlichkeiten weiterhin Gultigkeit besitzt.

Wenn wir wissen wollen, ob eine Verteilung binomial ist, bzw. wie viele Durchgénge
von Noten sind um eine solche zu erhalten, so missen wir dies Uber die negative
binomiale Verteilung tun. Diese liefert uns also einen Wert fir die Auftretenswahr-
scheinlichkeit einer Binomialverteilung.

3.5 Stetige Verteilungen

Stetige Verteilungen sind theoretische Verteilungen, die einen ,optimalen® Zustand
reprasentieren. Die wohl wichtigste ist die Normalverteilung. Aus dieser sind y? —
Verteilung, t — und F — Verteilung abgeleitet. Im folgenden sollen diese behandelt und
deren Zusammenhange erortert werden.

Normalverteilung

Die Normalverteilung beschreibt ahnlich wie die bislang kannengelernten diskreten
Verteilungen eine Klasse von Verteilungen. Diese haben bestimmte Eigenschaften,
die nun aufgezeigt werden sollen:

- Glockenkurve

- Symmetrisch

- Modalwert, Mittelwert und Median fallen zusammen

16




statistik for runaways — Skript zur VD — Prifung Hager SS 2000

- Die Kurve néhert sich asymptotisch der x- Achse

- 2/3 aller Falle befinden sich zwischen den Wendepunkten der Kurve
Unterschiede in der Form einer Normalverteilung sind auf Unterschiedliche Streuun-
gen und Erwartungswerte zurtickzufuhren.

Da zwei Normalverteilungen mit gleichen p und o identisch sind, werden sie durch
diese beiden Parameter eindeutig beschrieben. Diese sind daher auch maRgeblich
bei der Bestimmung der Dichtefunktion (Wahrscheinlichkeitsfunktion) einer NV.

Unter diesen Normalverteilungen gibt es eine mit dem Mittelwert O und einer Stand-
artabweichung von 1. Diese wird dann als Standartnormalverteilung bezeichnet. Sie
ist von grof3ter Bedeutung, da samtliche NV in diese durch die z- Transformation
transformiert werden konnen. Uber diese Transformation lassen sich fir beliebige
Bereiche unter der Kurve die Verteilungsfunktion errechnen. Also, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit ein bestimmter Wert auftritt oder nicht. So ermitteln wir fir den Bereich
zwischen -1z und 1z eine Wahrscheinlichkeit von 68,26%. Entsprechend also der
Bedingung, dass im Bereich von +/- 1 ¢ 68% aller Falle liegen missen.

Die Bedeutsamkeit der Normalverteilung lasst sich am besten in vier schritten aufzei-
gen.

1. NV als empirische Verteilung

2. NV als Verteilungsmodell fur statistische Kennwerte

3. NV als mathematische Basisverteilung

4. NV in der statistischen Fehlertheorie

Zu 1.

Auch wenn die NV auf einer theoretisch — mathematischen Idee basiert, verteilen
sich empirische Befunde (zumindest annahernd) normal. Dies macht auch die grol3e
Bedeutung dieser aus. Erstmals 1950 untersucht, wurde festgestellt, dass sich
Merkmale wie KorpergroRe oder Gewicht etc. annahernd normal verteilen. Daraus
folgerte, dass die NV eine Art Naturgesetz ist, das sich ergeben wirde, wenn man
die gesamte Population erforschen wirde.

Von dieser Vorstellung ging man aber wieder weg. Vor allem zeigen sich viele empi-
rische Verteilungen, die nicht normal verteilt sind. Somit kann sich ein Naturgesetz in
der Normalverteilung nicht wiederspiegeln. Es gilt also zu prufen, ob eine empirische
normalverteilt ist oder eben nicht.

Zu 2.

Es zeigt sich, dass statistische Kennwerte bei gentigend grofRer Stichprobe normal-
verteilt sind. Beispielsweise die Mittelwerte von Kugelgewichten, die aus einer Urne
gezogen werden. Aus einer gro3en Summe von Kugeln unterschiedlichen Gewichts
werden gleiche Stichproben gezogen. Die Mittelwerte dieser Stichproben werden
zufallig unterschiedlich sein. Bei einer gentgend grofen Anzahl von Stichproben,
werden sich die statistischen Kennwerte normal verteilen.

Zu 3.

Die Normalverteilung dient als mathematische Basisverteilung, aus der andere Ver-
teilungen abgeleitet werden.

Ein Vergleich zwischen der Binomialverteilung und der Normalverteilung zeigt, dass
sich die Binomialverteilung bei groR3er werdenden n der NV annéhert und fir n gegen
unendlich sind diese identisch. Dies erklart sich aus dem Fakt, dass die Schiefe einer
Binomialverteilung aus dem Quotienten von p-g/c errechnet wird. o ergibt sich aus
der Wurzel von p*g*n. Somit wird die Schiefe mit steigendem n kleiner.
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Zu 4.

In der Fehlertheorie geht man davon aus, dass die Anzahl der zuféllig auftretenden
FehlergréRen normalverteilt sind, wenn die Anzahl dieser sehr grof3 ist.

Ein gemessener Wert x; setzt sich aus den beiden Komponenten a (dem wahren
Wert des Merkmals) und ¢ (dem Fehleranteil) zusammen. Der Fehleranteil ist also
die Differenz von x;-oi. Dieser nimmt im Mittel, da normalverteilt, mit grof3ter Wahr-
scheinlichkeit einen Erwartungswert von null an.

Im folgenden wollen wir drei Verteilungen unterscheiden, die gerade im Bezug zur
Inferenzstatistik einen grol3en Stellenwert einnehmen.

7%~ Verteilung

Eine - Verteilung befinden sich die quadrierten Werte einer Zufallsvariable mit p = 0
und o = 1. D.h. also, dass wir eine quadrierte z Verteilung erhalten. y? = z2. Diese ist
dann nicht mehr standartnormalverteilt. Wenn wir nun theoretisch unendlich viele y?
aus zufallig gezogenen z Werten berechnen, so erhalten wir eine stetige y* Vertei-
lung. Deren Form wird durch die Dichte Funktion beschrieben. Der Gesamtflache
unter einer solchen Verteilung weisen wir den Wert 1 zu. Damit gibt ein Intervall die-
ser Flache die Wahrscheinlichkeit dafiir an, ob ein zufallig gewahlter > — Wert in die-
sen Bereich fallt oder nicht. Werden nun n z- Werte quadriert und summiert, so ergibt
sich die 3,2 — Verteilung, welche unterschiedliche df Freiheitsgrade (degrees of free-
dom) besitzt. Df ist ein Parameter, dem die Anzahl der summierten Zufallsvariablen
zugrunde liegen. Damit wird die Abhéngigkeit der x> —Verteilung von eben dieser An-
zahl beriicksichtigt.

Somit kénnen wir Wahrscheinlichkeiten errechnen, mit der sich ein Wert in einem
Bereich von 0-x befindet. Wenn wir z.B. wissen wollen, welcher Wert die oberen 5%
abschneidet, bei einer Verteilung kénnen wir errechen, bzw. ablesen: 5.99. Dartber
liegende Werte werden nur mit einer Wahrscheinlichkeit von <5% (p=0,05) auftreten.
Eine solche Verteilung mit n= df hat einen Erwartungswert von p=n und eine o= Wur-
zel aus 2*n. Die Schiefe dieser Verteilung ist die Wurzel des Quotienten 8/n. Daher
nahert sich auch diese Verteilung mit grol3er werdendem n (also df) der Normalver-
teilung.

Diese Verteilung ist auch wieder auf eine Standartnormalverteilung ruckfuhrbar. Fur
df > 30 (auch df >10).

Eine weitere Eigenschaft dieser Verteilung ist, dass zwei unterschiedliche y? — Vertei-
lungen sich addiert auch y? — Verteilen.

t- Verteilung

In der t- Verteilung werden in einem Quotienten ein z- Wert und ein 3> — Wert ver-
kniipft. Diese Verteilung ist abhangig von den Freiheitsgrader der einbezogenen % —
Werte. Daher wird auch hier von t- Verteilungen mit unterschiedlichen df gesprochen.
T — Verteilungen sind unimodale (eingipflige) und symmetrische Verteilungen mit p =
0 und o = Wurzel aus n/ (n-2). Zunachst sind t Verteilungen schmalgipfliger als
Standartnormalverteilte, was jedoch mit zunehmenden Freiheitsgraden abnimmt. Mit
df gegen unendlich geht sie in die Standartnormalverteilung Uber.
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F- Verteilung

Die F- Verteilung kombiniert zwei unabhangige y? — verteilte Zufallsvariablen. Ein F
Wert ist definiert durch den Quotienten der beiden 3> Werte mal dem Kehrwert derer
Freiheitsgrade. Unterschiede in F- Verteilungen liegen in den Unterschieden von
Zahler- und Nennerfreiheitsgraden. F- Verteilungen sind stetige, asymmetrische
und linkssteile Verteilungen mit einer Variationsbreite von 0 bis .

Zusammenhange der Verteilungen:

t22: F(l,n) ,

Z°=Fa, =1
20 —

Xn /n - F (n’ oo)

4 Stichprobe und Grundgesamtheit

Im folgenden soll darauf eingegangen werden, in wie weit wir durch eine Stichprobe
und deren Ergebnisse bzgl. eines Merkmals (oder mehrerer) zu generellen Aussagen
gelangen. Vor allem interessiert dabei, ob solche Verallgemeinerungen auch wahr-
scheinlich sind. Diesen Bereich der Statistik bezeichnen wir als SchlieRende - oder
Inferenzstatistik. Im geschilderten Fall geht diese induktiv vor. Also, vom Einzelfall
zur Allgemeinheit. Es sollte hier erwahnt werden, dass es unterschiedliche Ansichten
in der Statistik gibt, wie man eine Hypothese zu entwickeln hat, und wie diese dann
zu prifen ist. Hager setzt hier auf Popper, der falsifizierend vorgeht. D.h. eine Hypo-
these wird abgeleitet aus einer Theorie, dann in eine statistisch Gberprufbare tber-
fuhrt, um sie dann im Experiment zu testen. Diese ist dann so lange richtig, wie sie
sich bewahrt. Sobald ein Gegenbeispiel gefunden wird ist sie falsifiziert, und damit
nicht bewahrt. Dazu spater mehr (Testtheorie 1&2).

Es gibt unterschiedliche Stichprobenarten, mit denen versucht wird die Population zu
beschreiben. Wie genau diese Beschreibung dann auch ausfallt, soll spater behan-
delt werden. Die Stichprobe reprasentiert aber immer nur ein Teil der Population. Sie
kann als global angesehen werden, wenn alle méglichen Eigenschaften oder Merk-
male bertcksichtigt werden oder als spezifisch, wenn nur bestimmte Merkmale un-
tersucht werden. Dies hangt unter anderem davon ab, welche Vorkenntnisse dazu
vorhanden sind. Wie genau und vor allem, wie sicher die Aussagen sind, die wir auf-
grund einer Stichprobe treffen, soll spater unter dem Ansatz von Hager ,Testtheorie
und testen von Hypothesen® genauer betrachtet werden.

4.1 Zufallsstichprobe

Eine Zufallsstichprobe ist dadurch definiert, dass alle Elemente dieser zufallig aus-
gewahlt werden, unabhangig davon, ob andere Elemente schon zur Stichprobe zah-
len. Diese Auswahl sollte auch auf jedes Element mit gleicher Wahrscheinlichkeit
zutreffen konnen.

Oft ist es nicht mdglich alle Elmente einer Grundgesamtheit zusammenzuziehen, um
dann aus dieser eine Zufallsstichprobe zu ziehen. Dann muss man sich einer grof3t
maoglichen Teilmenge dieser bedienen. Fir diese sollte man begriinden kénnen, dass
sie reprasentativ fur die Population ist.

Oft ist es aber auch Uberhaupt nicht mdglich eine echte Zufallsstichprobe zu ziehen,
da einfach nicht alle Elemente einer Grundgesamtheit bekannt sind. (Besucher einer
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Ausstellung, Teilnehmende an einem Seminar...) So was wird dann ad hoc oder an-
fallende Stichprobe genannt. Allerdings sind die Ergebnisse einer solcher Stichprobe
nur mit Vorsicht zu generalisieren, da nicht genau bestimmt werden kann, ob sich
systematische Fehler darin befinden. (Teilnehmende an einem Seminar bei 36°c sind
motivierte Studierende und damit kaum reprasentativ fur alle Studenten)

4.2  Klumpenstichprobe

Eine Klumpenstichprobe kann als parallele Untersuchung mehrerer ad hoc Stichpro-
ben angesehen werden. Die Teilnehmenden eines Seminars kdnnten ein Klumpen
sein und waren damit identisch einer ad hoc Stichprobe. Erst wenn wir mehrere Se-
minare bzw. deren Teilnehmenden untersuchen, kénnen wir von einer Klumpenstich-
probe sprechen. Deren Generalisierbarkeit hangt von der Repréasentativitat der Se-
minare fur alle und der Studenten ab. Also, in wie weit sich die Studies von Seminar
zu Seminar unterscheiden und in wie weit die Uni bzw. die Seminare eben diese rep-
rasentieren.

4.3 Geschichtete Stichprobe

Es gibt in bzgl. eines Merkmals immer mehrere Determinanten, die den resultieren-
den Wert beeinflussen. Eine Stichprobe, die diese Determinanten beriicksichtigt und
dies auch entsprechend (proportional zur Population) &hnlich der Grundgesamtheit
tut, wird als geschichtete oder stratifizierte Stichprobe bezeichnet. Schichtung ist da-
bei so zu verstehen, dass unterschiedliche Determinanten auch unterschiedlich stark
in einer Population vorhanden sind und damit diese und die resultierenden Messwer-
te auch unterschiedlich beeinflussen. Diese Unterschiedlichkeit (Schichtung) muss
sich in der Stichprobe wiederspiegeln.

Entspricht die AnteilsmaRige Verteilung der Merkmale in der Stichprobe nicht der
Verteilung in der Grundgesamtheit, so sprechen wir von einer disproportionalen ge-
schichteten Stichprobe.

4.4 Verteilung von Stichprobenkennwerten

Wenn wir eine Stichprobe gezogen haben und an dieser Untersuchungen durchfih-
ren, erhalten wir unterschiedliche Parameter, mit denen wir diese Stichprobe be-
schreiben kdénnen. Nun stellt sich die Frage in wie weit diese Kennwerte mit denen
der Population Ubereinstimmen. Also, ob x- quer eine gute Schatzung fur p darstellt.
Es liegt nahe, dass man dazu am besten mehrere oder theoretisch unendlich viele
Stichproben zieht und untersucht. Je starker die Kennwerte tbereinstimmen, desto
besser schatzen sie auch den Kennwert der gesamten Population. Wir erhalten also
eine Verteilung der Stichprobenkennwerte (sampling distribution). Die Streuung die-
ser Verteilung gibt dann an, wie gut die einzelnen Werte als Schatzwerte eingesetzt
werden konnen oder nicht. Je kleiner also die Streuung ist, desto besser schatzt ein
einzelner Stichprobenkennwert den gesuchten Parameter in der Population.

Uber die Dichtefunktion einer solchen Funktion kénnten wir ferner die Wahrschein-
lichkeit bestimmen, dass sich ein Wert in einem bestimmten Intervall befindet und
einen bestimmten Wert a nicht Uberschreitet.
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Streuung der Stichprobenkennwertverteilung

Wenn wir annehmen, dass die Streuung einer Mittelwertverteilung gegen 0 geht, so
liegt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mittelwert der Verteilung den Populationspara-
meter u richtig schatzt bei 1. Ist die Streuung hingegen sehr grof3, so verringert sich
diese Wahrscheinlichkeit. Diese Streuung in einer Stichprobenkennwertverteilung
bezeichnen wir als Standartfehler.

So ist z.b. der Standartfehler des Mittelwertes als Standartabweichung der Mittelwer-
te von gleichgrol3en Stichproben einer Population definiert.

Dieser Standartfehler ist abhangig von der Streuung der tatsachlichen Werte in der
Population. Ware diese 0, so ware auch der Standartfehler 0. Der Standartfehler der
Mittelwerte veréndert sich proportional zur Streuung des Merkmals in der Population.
Aul3erdem ist einsichtig, dass der Standartfehler mit zunehmendem Stichprobenum-
fang n kleiner wird.

Berechnet werden kann der Standartfehler aus dem Mittel der Varianz. Also, Popula-
tionsvarianz durch n und wenn wir die Wurzel ziehen erhalten wir den Standartfehler.

Allerdings ist in den wenigsten Féllen die Populationsvarianz bekannt, weshalb wir
darauf angewiesen sind diese zu schatzen.

Hierzu wére es naheliegend anzunehmen die Gleichung fiir die Varianz s® zu ver-
wenden und bei mehreren Stichproben den Mittelwert der so errechneten Varianzen
als Schatzwert der Populationsvarianz zu verwenden. Dies gilt allerdings nur bedingt.
Es konnte gezeigt werden, dass Varianzen von unterschiedlichen Stichproben, die
aus einer Population gezogen wurden, den wahren Populationswert um den Faktor
(n-1)/n unterschatzen. Da also Stichprobenvarianzen keine erwartungstreuen Schéat-
zungen darstellen, missen wir die Stichprobenvarianzen mit n/(n-1) multiplizieren.

A

n 2 n 2
2x-x) D (x-%)
2 =t * == . Diesen Faktor (n-1) werden wir noch als Frei-
n (n-1) n-1
heitsgrade der Varianz kennenlernen. Uber diese Gleichung erhalten wir ebenfalls
~2

eine neue Gleichung zur Schatzung des Standartfehlers: oy = c.

n
Oben dargestellt ist der Standartfehler der Mittelwerte unterschiedlicher Stichproben
einer Population. Genauso kann aber auch der Standartfehler

der Standartabweichung

. [s?
s Yan'

des Medians

!Az
~ o
O md =:L25* T,

oder eines Prozentwertes
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Erwahnenswert scheint mir, dass es sog. finite Grundgesamtheiten gibt. Diese sind
definiert durch eine GroR3e kleiner 100*n oder N/n </= 100. Ein Standartfehler finiten
Grundgesamtheiten missen wir mit dem Faktor N-n / N-1 korrigieren.

Die Form einer Stichprobenkennwertverteilung nahert sich wie so oft bei steigendem
n der Normalverteilung.

Zentrales Grenzwerttheorem

Das zentrale Grenzwerttheorem besagt, dass Verteilungen von Mittelwerten aus
Stichproben der GroRRe n, die sdmtlich aus derselben Population stammen, bei gro-
Ber werdendem Stichprobenumfang in die Normalverteilung tber. Nicht verwechselt
werden darf hierbei, dass nicht die Anzahl der Stichproben gemeint ist, sondern die
GroRRe jeder einzelnen Stichprobe. Beim Wairfelexperiment ware dies als nicht die
Anzahl der Wiirfe, sondern die Anzahl der benutzten Wirfel pro Durchgang.

Mittelwert einer Stichprobenkennwertverteilung

Es ist einsichtig, dass der Mittelwert einer Stichprobenmittelwertsverteilung dem tat-
sachlichen Mittelwert p gleicht. Allerdings ist uns dieser nicht bekannt. Wir wissen
hingegen, dass die Verteilung der Mittelwerte normal ist. D.h., dass im Bereich von
+/- einer Standartabweichung 68% aller Falle und +/- 2 95,5% befinden. Wir kdnnen
also sagen, dass bei einer Mittelwertsverteilung der ,wahre® Mittelwert zu 95,5% im
Bereich von pt/- zwei Standartfehlern befindet. (Weitere Ausfiihrungen vgl. S. 92f.
Bortz)

4.5 Kriterien der Parameterschatzung

Wenn durch Kennwerte nicht nur Verteilungen beschrieben, sondern auch Parameter
der entsprechenden Grundgesamtheit abgeleitet werden, so muss festgelegt sein,
nach welchen Kriterien und mit welchen Methoden dies geschehen sollte. Dies ist vor
allem wichtig, um zu erkennen wie gut eine solche Schéatzung ist. Hierzu hat Fischer
(1925) Eigenschaften aufgestellt, welche gute Schatzwerte auszeichnen.

Erwartungstreue

Ein statistischer Kennwert schéatzt dann einen Populationsparameter erwartungsge-
treu, wenn das arithmetische Mittel der Kennwerteverteilung bzw. deren Erwartungs-
wert dem Populationsparameter entspricht.

D.h. nichts anderes, dass wir bei einer Normalverteilung erwarten, dass das Mittel
der Modalwerte oder Mediane dem Populationsmittelwert entspricht, genauso wie es
der Mittelwert der Mittelwerte tun sollte, da diese bei einer Normalverteilung aufein-
ander fallen.

Demgegeniiber schatzt die Varianz S? einer Stichprobe einer beliebig verteilten
Grundgesamtheit nicht erwartungsgetreu die Populationsvarianz o®. Es konnte ge-
zeigt werden, wie oben auch schon erwéahnt, dass das arithmetische Mittel von Vari-
anzen den wahren Varianzwert unterschatzt.
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Konsistenz

Von Konsistenz eines Schatzwertes sprechen wir, wenn sich ein Kennwert mit wach-
sendem Stichprobenumfang dem Parameter den er schatzen soll, ndhert.

Wichtig ist, dass ein Kennwert durchaus konsistent sein kann, aber nicht gleichbe-
deutend erwartungsgetreu sein muss.

Effizienz

Mit Effizienz ist die Prézision gemeint, mit der ein Populationsparameter geschatzt
wird. Je groR3er die Varianz einer Stichprobenkennwerteverteilung ist, desto geringer
ist die Effizienz, mit der wir schatzen kdnnen. Es kann gezeigt werden, dass die Va-
rianz der Medianverteilung um einen Faktor 1,56 grol3er ist, als die der Mittelwerte.
Damit ist das arithmetische Mittel ein effizienter Schatzwert fur p, als der Median,
auch wenn beide sowohl erwartungstreu, als auch konsistent sind.

Exhaustivitat

Ein Schatzwert ist dann exhaustiv, wenn er alle mdglichen Informationen des Daten-
materials nutzt, um ein Parameter zu schatzen. Wenn man also durch die Berech-
nung eines weiteren Kennwertes keine weiteren Informationen ber ein zu schatzen-
den Wert erhalt.

Vergleicht man Median und Mittelwert hinsichtlich ihrer Exhaustivitéat, so wird deut-
lich, dass der Median nur ordinale Informationen enthélt, da die Grof3e der Werte fir
den Median ohne Bedeutung ist. Das arithmetische Mittel hingegen bertcksichtigt
Intervallinformationen. Damit ist dieser Wert der erschdpfendere und somit ein bes-
serer Schatzwert flr den Populationsparameter p.

Vergleicht man alle mdglichen Kennwerte bzgl. der Eigenschaften wird deutlich, dass
das arithmetische Mittel und die Geschatzte Populationsvarianz die besten Schétz-
werte fir die Populationsparameter p und o” darstellen.

Verdeutlicht werden diese Uberlegungen, durch Methoden zur Parameterschét-
zung, die im folgenden kurz erlautert werden sollen:

Methode der Kleinsten Quadrate

Wenn wir nicht wissten, dass das arithmetische Mittel der beste Schatzwert fur p ist,
so mussten wir nach einem Wert suchen, der alle in der Verteilung enthaltende Wer-
te am besten beschreibt. Es ist einsichtig, dass dies der Wert ist, der zu allen einen
moglichst kleinen Abstand einnimmt. Er sollte also das Kriterium der kleinsten Quad-
rate erfilllen. Anders formuliert: Die Summe der quadrierten Abweichungen sollte ein
Minimum einnehmen. Leiten wir diese Vorschrift her, so ergibt sich fir einen solchen
Wert der Quotient der Summe aller Werte x; durch Anzahl der Werte n. Dies ent-
spricht dem arithmetischen Mittel. (Bzgl. Kriterium der kleinsten Quadrate vgl. Reg-
ressionsrechnung.)

Maximum- likelihood- Methode

Nach dieser Eigenschaft sollte der Schatzwert in einer Verteilung die hdchste Auftre-
tenswahrscheinlichkeit besitzen. Fur p ware dies nach wie vor das arithmetische Mit-
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tel. Vorausgesetzt ist hierbei, dass die Verteilungsform der Zufallsvariable bekannt
Ist.

Wir berechnen hierbei den Wert einer Verteilung, der eine maximierte Auftretens-
wahrscheinlichkeit besitzt. Das Ergebnis ist ein Schatzwert fur die Grundgesamt-
heitswahrscheinlichkeit . So kann auch gezeigt werden, dass das arithmetische Mit-
tel die hoéchste Likelihood innerhalb der Kennwertverteilung hat, und damit dieses
auch nach dieser Methode der beste Schatzwert fur p ist. Selbes gilt fur die Varianz.
Maximum- likelihood- Schéatzungen sind zwar erschopfend aber nicht immer erwar-
tungsgetreu. So besitzt S2 die grof3te Likelihood, aber ist wie schon gezeigt wurde
nicht erwartungsgetreu.

5 Formulierung und Uberprifung von Hypothesen

Im folgenden soll es darum gehen, wie man Populationen beschreiben kann, ohne
dabei die Parameter durch empirisch gewonnene Kennwerte zu schatzen. Wir haben
kannengelernt, dass wir populationsbeschreibende Kennwerte Uber Konfidenzinter-
valle schatzen, wie man also aus empirisch gewonnenen Daten Ruckschlisse auf
die Grundgesamtheit der verwendeten Stichprobe ziehen kann. Nun soll es viel mehr
darum gehen, zunachst theoretische Uberlegungen in Hypothesen umzusetzen, die
sich dann bei einer empirischen Uberpriifung bewahren miissen. Man konnte auch
sagen, dass man Eigenschaften einer Zufallsvariablen postuliert, um dies an Aus-
schnitten der Grundgesamtheit zu bestatigen.

Eine der wichtigsten Fragen dabei ist, wie stark en empirisches Ergebnis von dem
Postulat abweichen darf, damit man davon ausgehen kann, es hierbei mit zufalligen
Abweichungen zu tun zu haben. Oder aber wann die Grenze erreicht ist, die zur Ab-
lehnung eins Postulates fuhrt.

5.1 Alternativhypothesen

Eine Theorie ist immer davon abhangig, wie sich Teilaussagen, die aus ihr abgeleitet
werden kdnnen, bewéhren. Solang eine Theorie das Bewéahrungskriterium noch nicht
Uberschritten hat, werden Hypothesen aus ihr abgeleitet, um den Forschungsstand
besser beschreiben zu kénnen. Eine Hypothese, die innovativ ist, wird als Alternativ-
hypothese bezeichnet. D.h. sie beinhalten Aussagen, die im Wiederspruch zu der
Theorie bzw. fur eine andere sprechen. Die Aufgabe ist es nun solche Alternativ-
hypothesen aufzustellen, um zu prifen, ob der bisherige Wissensstand dadurch er-
ganzt werden kann.

Es gibt nun unterschiedliche Mdglichkeiten Alternativhypothesen aufzustellen, die im
folgenden kurz erlautert werden sollen.

Zunachst unterscheiden wir zwischen Unterschiedshypothesen und Zusammen-
hangshypothesen. Dabei ist das Entscheidende, dass diese sich hauptsachlich ih-
rer Methode zur Uberpriifung unterscheiden. Zusammenhangshypothesen werden in
der Regel durch Korrelationstechniken und Unterschiedshypothesen durch H&aufig-
keits- bzw. Mittelwertsvergleiche tUberprift.

Weiter unterscheiden wir zwischen gerichteten und ungerichteten Hypothesen.
Dabei liegt der Unterschied darin, dass wir bei gerichteten Hypothesen von einer
.Kleiner* bzw. ,gré3er® Beziehung ausgehen. D.h. wir postulieren, dass die einer
Merkmalsauspragung < oder > ausfallen wird. Bei ungerichteten Hypothesen postu-
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lieren wir lediglich einen Unterscheid zwischen zwei Eigenschaften. Also, A sei un-
gleich B.

Gleiches gilt fur Zusammenhangshypothesen. Wir kdnnen gerichtet behaupten, dass
zwei Merkmale positiv oder negativ zusammenhangen oder ungerichtet nur einen
Zusammenhang postulieren.

Genauer werden lasst eine Hypothese ihre Spezifikation. Wir sprechen von einer
spezifischen Hypothese, wenn wir die Grol3e (als Betrag) oder die Starke des Zu-
sammenhangs (r) vorher festlegen, also in der Hypothese mitpostulieren. Eine Hypo-
these ohne eine Spezifizierung des Betrags, nennen wir unspezifische Hypothese.
Daraus lasst sich eine Hierarchie ableiten, die die Vorkenntnisse wiederspiegelt, die
man benadtigt, um entsprechende Hypothesen aufzustellen.

1. spezifische gerichtete Hypothese
2. unspezifische gerichtete Hypothese
3. unspezifische ungerichtete Hypothese

Haben wir es geschafft eine wissenschaftliche (psychologische) Hypothese aufzu-
stellen, so missen wir diese zunéachst in eine statistisch Uberprifbare tberfihren.
Deshalb nennen wir diese dann auch statistische Hypothese. Diese wird im Allge-
meinen als statistische Alternativhypothese bezeichnet und als H; gekennzeichnet.
Naturlich gibt zu jeder Alternativhypothese auch eine konkurrierende, die wir als
Nullhypothese bezeichnen und mit Ho kennzeichnen. Somit ergeben sich folgende
Mdgliche Formen:

1. Hapg>py Ho: wo <y
2. Hailpg<py Ho: wo =1
3. Hal gy # 1 Ho: uo =14

Wenn nun die Hypothesen aufgestellt sind, kann die empirische Uberpriifung folgen.
Dabei soll am Ende die Entscheidung fur eine dieser beiden stehen. Es ist einsichtig,
dass dabei zwei mdgliche Fehler gemacht werde. Das Problem ist, dass wir Hypo-
thesen, sie eine Grundgesamtheit beschreiben sollen, an einem Ausschnitt dieser
Uberprifen. Es ist durchaus denkbar, das sich in diesem Ausschnitt zufallig tber-
durchschnittlich viele untypische Merkmalstrager befinden. Daher sind folgende Feh-
ler denkbar, beim entscheiden zwischen den beiden Hypothesen:

5.2 a- & pB- Fehler

Einen o- Fehler oder Fehler erster Art begeht man, wenn zu Gunsten der H; ent-
schieden wird, obwohl diese in der Population nicht gilt bzw. die Hp gilt. Umgangs-
sprachlich wird dies auch als ,Falscher Alarm* bezeichnet. Ein p- Fehler oder Fehler
2. Art wird begangen, wenn die Hp angenommen wird, obwohl die H; gultig wére,
was mit einem verkannten Effekt gleichgesetzt werden konnte,.

In der Population gilt
Ho H;
Entscheidung fur Ho | 1- o (richtige Entscheidung) |B (verkannter Effekt)
Hi | o (flascher Alarm) 1- B (r. Ent. Und Teststarke /
Power)
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Signifikanzaussagen

Wenn wir nun eine statistische Hypothese prifen, so ermitteln wir die Wahrschein-
lichkeit, dass unter der Bedingung der Gultigkeit der Nullhypothese ein Ereignis auf-
tritt. Wir suchen damit nach der Wahrscheinlichkeit einen a- Fehler zu begehen. Die-
se Wabhrscheinlichkeit wird auch als Irrtumswahrscheinlichkeit bezeichnet. Also, wie
wahrscheinlich wir uns irren, wenn wir die Gultigkeit der Nullhypothese ablehnen
(somit von einem Effekt ausgehen), obwohl diese in der Grundgesamtheit gilt. Wir
erhalten somit bei einem statistischen Test einen Signifikanzwert, der uns die Wahr-
scheinlichkeit angibt, mit der wir uns irren, wenn wir die Nullhypothese ablehnen.
Anders formuliert kbnnte man auch sagen, wir erhalten eine Wahrscheinlichkeit da-
fur, dass unter der Annahme, dass die Nullhypothese richtig ist, auch das gefundene
Ergebnis auftritt.

Bestimmung der Irrtumswahrscheinlichkeit

Wenn wir einen Mittelwert des Merkmals
A mit dem eines Merkmals B vergleichen,
so erhalten wir eine Verteilung fur A, in
die wir den Wert fur B eintragen kénnen.
Die Flache, die Werte grol3er dem Wert
von B (also x) beschreibt, stellt gleichzei-
tig die Irrtumswahrscheinlichkeit dar.
Wenn wir behaupten x gehoére zu einer

anderen Verteilung, dann ist die Wahr- L X
scheinlichkeit fur Werte, die in A liegen
und gleich bzw. gro3er dem Wert aus B
sind, gleich der Wahrscheinlichkeit, dass
wir uns irren, wenn wir trotzdem die Zu-
gehorigkeit von B zu einer anderen Vertei-
lung behaupten.
Auf diese Weise wird auch die Irrtumswahrscheinlichkeit bestimmt. Nachdem wir die
Verteilung in eine z- Verteilung transformiert haben, erhalten wir fir jeden Wert einen
z- Wert. Wenn wir nun einen Wert einer anderen Verteilung mit dieser Vergleichen
wollen, so wandeln wir diese ebenfalls in eine z- Verteilung um, schlagen dessen z-
Wert nach und kénnen somit ablesen, welchen Anteil dieser von der Verteilung ab-
schneidet. Der Wahrscheinlichkeitswert dieser Flache entspricht dann der Irrtums-
wahrscheinlichkeit, wenn wir H1 behaupten.
Zu entscheiden, ob diese Irrtumswahrscheinlichkeit gentigend gering ist liegt eigent-
lich beim Forscher selbst. Es muss nur ausreichend begriindet sein, warum er einen
Wert an- oder ablehnt. Allgemein hat man sich per Konvention auf zwei Signifikanz-
niveaus geeinigt. Diese, auch a- Fehler- Niveau genannte Grenze, liegt bei 5% bzw.
sogar 1%. Wir sprechen dann von einem signifikanten oder sehr signifikanten Ergeb-
nis. Diese Wahrscheinlichkeiten sind bedingte Wahrscheinlichkeiten. Sie wurden be-
rechnet als Auftretenswahrscheinlichkeit eines Wertes unter der Bedingung der Null-
hypothese.
Der a- Fehler verringert sich mit

0 groRRer werdender Diskrepanz (x-p gegen unendlich = a=0)

o Kkleiner werdender Populationsstreuung (auch hier gilt, wenn ¢ gegen 0

geht, dann wird a auch 0)
o einer VergroRerung des Stichprobenumfangs, wobei Diskrepanz und
Streuung konstant bleiben.
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o Allgemein gilt, dass fehlerfreie Untersuchungen nur bei der Untersu-
chung der gesamten Population mdglich sind, wobei sich dann deine
statistische Hypothesenprifung eribrigen wirde.

Wichtig: Kann die Hp (u1=u») einer ungerichteten H; verworfen werden, so kann jede
weitere Ho mit einer geringeren Irrtumswahrscheinlichkeit ebenfalls abgewiesen wer-
den. Es genugt also, wenn wir eine unspezifische H; (n1<u2) an einer spezifischen Hg

(n1=pp) testen.

Einseitige und zweiseitige Tests

Diese beiden Arten des Testens unterscheiden sich in den Arten der zu testenden
Hypothesen. Wollen wir eine gerichtete Hypothese testen genigt ein einseitiger Test.
Bei ungerichteten Hypothesen, die also lediglich einen Unterschied behaupten, wen-
den wir einen zweiseitigen Test an. Bei einem einseitigen Test schneidet der Test-
wert die Verteilung an einer Seite ab, mit dem Ablehnungsbereich von a. Bei einem
zweiseitigen Test schneiden die Ablehnungsbereiche o/2 jeweils die Enden der Ver-
teilung ab.

Einseitig zweiseitig

Annahme Ablehnung Ablehnung Annahme  Ablehnung

Merke: Signifikantes Ergebnis, welches zur Ablehnung der Nullhypothese fiihrt, ist kein wahres Ergebnis, genau-
S0 wenig wie ein nicht- signifikantes Ergebnis fir die Richtigkeit der Nullhypothese spricht!

Bedeutung statistischer Signifikanz

Wichtig ist anzumerken, dass ein Signifikanzwert immer von der Varianz und von der
Stichprobengrdl3e abhangt. Es ist leicht nachzuweisen, dass ein Mittelwertsunter-
schied um so grof3er sein muss, um statistisch signifikant zu werden. Entsprechend
gilt auch, dass je groRRer der Stichprobenumfang ist, desto geringer braucht der Mit-
telwertsunterschied zu sein, um ein Signifikanzniveau zu erreichen. Die Nullhypothe-
se ist also geniigend groRRen Stichproben gegeniiber chancenlos. Aus diesen Uber-
legungen kann man folgern, dass ein signifikantes Ergebnis nicht gleichbedeutend
eine praktische Relevanz haben muss. Es ist daher wichtig, Signifikanztest auch mit
Kriterien der Bedeutsamkeit zu verkntpfen.

Effektgrofien

Ein moglicher Weg die Signifikanz von Unterschieden an ein Kriterium der Bedeut-
samkeit zu kndpfen liegt in der Festlegung einer sog. EffektgroRe. Diese definiert
einen Mindestbetrag, den die Differenz zweier Mittelwerte mindesten einnehmen
muss. Erst wenn dieser erreicht ist, wird ein signifikantes Ergebnis fur den Forscher
auch ,bedeutsam®. Die EffektgroRRe ¢ (lies: epsilon) ist definiert durch die Abweichung
der beiden Mittelwerte ni - p2, wobei dieser Wert der Vergleichbarkeit halber durch
die Varianz dividiert wird.
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Bevor wir weiter auf die EffektgréRe eingehen wollen, soll zunéchst der B- Fehler ge-
nauer betrachtet werden. Die Bestimmung des B- Fehlerniveaus ist ein wenig schwie-
riger, da wir auch hierbei die Parameter p und dessen Verteilung bendtigen. Ohne
jedoch die Hypothese zu spezifizieren bleibt dieser unbekannt. D.h. also, dass wir
nur fur spezifische Hypothesen ein - Fehler bestimmen kdnnen. Dieser ist analog
zum o- Fehler die Irrtumswahrscheinlichkeit, die wir eingehen, wenn wir die H; ver-
werfen und die Ho annehmen, obwohl H; gilt. Es handelt sich also wieder um eine
bedingte Wahrscheinlichkeit. Auch hierbei gilt, dass wenn ich eine ungerichtete Hy-
pothese verwerfen konnte, auch jede weitere Hypothese der selben Stichprobe und
Richtung verworfen werden kann.

Es gibt keine Konventionen, welche Werte der B- Fehler annehmen sollte, um von
einem Signifikanten Ergebnis zu Uberzeugen. Fur die Bestatigung einer H1 schlagt
Bortz ein 20% Niveau des - Fehlers vor. D.h. die Irrtumswahrscheinlichkeit sollte
mindesten 20% betragen, wenn ich zu Gunsten der H1 entscheiden méchte. Anders:
wenn ich die H1 ablehne und mich dabei nur zu <20% irre, reicht dies nicht um bei
der H1 zu bleiben.

Umgangssprachlich kénnte man sagen. Will ich eine Alternativhypothese bestétigen,
so sollte die Wahrscheinlichkeit zu irren, wenn ich diese annehme (a<5%) mdglichst
klein und die Wahrscheinlichkeit zu irren, wenn ich diese ablehne (B >20%) mdglichst
grol3 sein.

Sollte ein Messwert so geartet sein, dass der Test weder zur Annahme von Ho oder
H1 fuhrt, so fallt er in den Indifferenzbereich.

Zusammenhang von «- und S Fehler

Je mehr ich mich dagegen absichern mdchte eine Ho nicht falschlicherweise abzu-
lehnen, also zu irren, wenn ich die H1 annehme (unter der Bedingung der Ho) und
damit einen a- Fehler mache, desto gréRer wird die Gefahr einen B- Fehler zu ma-
chen. Also, die Ho beizubehalten, obwohl ein Effekt da ist, also die H1 gilt. Die bei-
den Fehlerwahrscheinlichkeiten verandern sich somit gegenlaufig.

Teststarke

Wenn wir die Grol3e des - Fehlers berechnen kdnnen, der uns angibt mit welcher
Wahrscheinlichkeit wir einen Effekt verkennen (Entscheidung gegen H1 obwohl sie
gilt), kbnnen wir Uber 1 - B die Wahrscheinlichkeit ermitteln, dass durch einen statisti-
schen Test ein Unterschied aufgedeckt wird. Diesen Wert bezeichnen wir als Test-
starke, Power oder auch Trennschéarfe. Berechnen lasst sich diese auch nur dann,
wenn wir B kennen. Dies ist nur fur spezifische Hypothesen mdglich. Wir berechnen
also einen z- Wert fur den B- Fehler, indem wir also von der kritischen Grenze den
spezifischen Wert abziehen und durch die Streuung (Standartfehler des Mittelwertes)
dividieren. Subtrahieren wir diesen Flachenwert von 1, so erhalten wir die Teststarke,
die Wahrscheinlichkeit also, dass ein Signifikanztest zugunsten einer spezifischen
Alternativhypothese entscheidet.
Ferner qilt fur die Teststarke:

0 mit groBer werdendem Unterschied zwischen pl und p2 steigt die

Teststarke
o0 Mit wachsendem Stichprobenumfang steigt die Teststarke
0 Bei wachsender Merkmalsstreuung sinkt die Teststarke.
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o Fur gerichtete Hypothesen hat der einseitige Test eine hdhere Test-
starke als der zweiseitige

o Da gezeigt wurde, dass der a- Fehler dem B- Fehler gegenléaufig ist,
wird einsichtig, dass die Teststarke fur o = 0,05 gréRer sein muss, als
fur 0,01.

no X pnl

Mit dieser Grafik soll Nocheinmahl der Unterschied bzw. Zusammenhang der beiden
Fehlertypen verdeutlicht werden. Behaupte ich x gehore zu ul, so begehe ich mit
dem Flachenanteil der u0 Verteilung, der von dem entsprechenden x abgeschnitten
wird, einen a- Fehler. Behaupte ich x gehore zu n0 (kein Effekt), so begehe ich mit
dem Flachenanteil der ul Verteilung, den der x- Wert abschneidet, einen - Fehler.

Zusammengefasst erhalten wir also 3 feste Parameter, die zur Annahme oder Ableh-
nung von Hypothesen fiihren. Diese sind zwar nicht festgelegt, missen aber nach
inhaltlichen Kriterien festgelegt werden. Damit bleibt uns als einziger freier Parameter
die StichprobengroRe n, die wir frei bestimmen kdnnen. Dazu sollte man einen ,,opti-
malen® Stichprobenumfang ermitteln. Die Variante von Bortz, zur Bestimmung dieser
Stichprobengrdof3en, werden durch die Skripte zur Testplanung (s.u.) ersetzt.

.6 Verfahren zur Uberpriifung von Unterschiedshypothesen

Im Folgenden soll betrachtet werden, wie sich Hypothesen (Unterschieds- wie Zu-
sammenhangshypothesen) vergleichen lassen, deren zu Grunde liegenden Vertei-
lungen jeweils auf Zufallsvariablen beruhen. Also, kein Vergleich von Stichprobe zur
Grundgesamtheit, sondern von Stichprobe zu Stichprobe. Hiezu unterscheiden wir in
erster Linie das Skalenniveau, welches von unterschiedlichen Methoden verlangt
wird.

.6.1 Verfahren fir Intervallskalen

Fur kleine Stichproben (kleiner/gleich n: 30), die aus einer normalverteilten Populati-
on gezogen wurden, was bei zufallsvariablen der Fall ist, verteilen sich die Differen-
zen der Werte xi vom Mittelwert, die durch den Standartfehler (geschatzt) relativiert
wurden, entsprechend der t- Verteilung. Diese Verteilung hat df von n — 1.
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t- Test fir unabhéngige Stichproben

Eine erste Mdglichkeit Mittelwerte von intervallskalierten unabhéngigen Stichpro-
ben miteinander zu vergleichen, stellt der t- Test dar. Der t- Test prift die Nullhypo-
these, dass zwei Stichproben aus unterschiedlichen Populationen gezogen, zu
Grundgesamtheiten gehoren, deren Parameter identisch sind. Also praktisch aus
einer Population stammen. Der Erwartungswert fur eine Differenz der Mittelwerte ist
also Null.
Eine Verteilung solcher Stichproben ist definiert durch den Quotienten aus der Diffe-
renz der standartisierten Mittelwerte (x1 — x2) und der Relativierung mit deren Streu-
ungen. Die Freiheitsgrade dieser Verteilung ergeben sich aus der Summe der Stich-
probengréfRe (n—-2). Zur genaueren Betrachtung der Streuung siehe Bortz S. 133.
Die Zufallswahrscheinlichkeit eines t- Wertes wird bei kleinen Stichproben anhand
der t- Tabelle abgelesen. Bei groReren Stichproben benutzen wir die Tabelle der
Normalverteilung, obwohl auch weiterhin die t- Tabelle genutzt werden kann, da sich
nach dem zentralen Grenzwerttheorem Stichproben von Zufallsvariablen bei grof3er
werdenden n der NV annahern.
Voraussetzungen:

o Normalverteilung der Grundgesamtheiten, gerade bei kleineren Stich-

proben
o Die Varianzen der Stichproben sollten anndhernd homogen, also gleich
sein

0 Unabhéangige Stichproben
Allgemein reagiert der t- Test sehr robust auf Verletzungen der Vorraussetzungen.
Werden jedoch alle verletzt, fuhrt dies zu erheblichen Fehlern. Gerade die Varianzin-
homogenitat fir zu entweder starkeren alpha- Fehler- Wahrscheinlichkeiten (héhere
Varianz in der kleineren Stichprobe) oder konservativeren Entscheidungen (héhere
Varianz in der gréReren Stichprobe), also gegen die H1.

t- Test flr abhangige Stichproben

Eine Stichprobe ist abhangig, wenn wir jedem Element paarweise Werte zuordnen
kénnen. So z.B., wenn wir eine Stichprobe haben, deren Elemente alle Bedingungen
durchlaufen haben und wir dann zwei dieser Bedingungen miteinander vergleichen
wollen. So hat jedes Element genau zwei Werte beigesteuert, die exakt zugeordnet
werden kénnen. Wir sprechen dann von abhangigen Stichproben oder Messung mit
Messwiederholung. Gedanke bei diesem Test ist, dass wir berticksichtigen missen,
dass sich die Varianzen der beiden Stichproben gegenseitig beeinflussen. Die fuhrt
dazu, dass diese bei einem ,normalen“ Test doppelt berticksichtigt werden wirden.
Unterschiede, die also von der Messung oder der unabhangigen Variable unbeein-
flusst bleiben, flie3en also zweimal in die Varianzschéatzung ein. Wir wollen aber nur
den Teil der gemeinsamen Varianz ermitteln, der eben durch die UV beeinflusst wur-
de.

Um dies zu bertcksichtigen betrachten wir nun keine Differenz von Mittelwerten der
einzelnen Stichproben, sondern die Einzeldifferenzen der Messwertpaare, um so die
gemeinsame Unterschiedlichkeit nur einmal zu bertcksichtigen. Es wird also die Dif-
ferenz di fur jedes Messwertpaar ermittelt. Daraus erhalten wir einen Mittelwert der
Differenzen. Von diesem ziehen wir den Populationsmittelwert der Verteilung von
Mittelwerten von Differenzen ab und relativieren mit der Streuung innerhalb der Mit-
telwerte von Messwertdifferenzen &,,. Da wir den Test unter der Annahme von HO
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rechnen, ergibt sich der Populationsmittelwert zu null. Fur den t- Test flr abhéngige
Stichproben ergibt sich also: t = X4 .

A

Ozd
Wichtig ist die Unterscheidung, dass wir es hier mit einer Verteilung von Mittelwerten
von Wertedifferenzen zu tun haben, wohingegen bei dem t- Test fir unabhangige
Stichproben mit der Verteilung von Mittelwerten aus Wertereihen gerechnet wurde.
Die Freiheitsgrade ergeben sich hier auch aus n-1, jedoch muss beachtet werden,
dass n hier die Anzahl der Messwertpaare bezeichnet.
Die Voraussetzungen sind denen des t- Testes fir unabhangige gleich, nur dass sich
hier die Differenzen der Grundgesamtheiten (fur Stichproben kleiner 30) normalver-
teilen missen, als nur die Populationen an sich aus denen die Stichproben gezogen
werden.

.6.2 Verfahren fur Ordinaldaten

Solche Verfahren werden auch als Verteilungsfreie Verfahren oder Vorausset-
zungsfreie Verfahren bezeichnet. Diese sind anzuwenden, wenn die aufgezeigten
Voraussetzungen nicht erfullt oder abgeschéatzt werden kdnnen. Solche Tests werten
nur ordinale Informationen aus und werden auch nicht als Mittelwertsvergleiche be-
schriebe, da das arithmetische Mittel bei Ordinalskalenniveau nicht definiert ist. Wei-
terhin differenzieren wir abhangige und unabhéngige Stichproben.

U- Test fur unabhangige Stichproben

Der U Test vergleicht die Unterschiedlichkeit der Rangdaten bzw. Rangplatze. Wenn
wir z.b. Reaktionszeiten miteinander vergleichen wollen, so kénnen wir nicht davon
ausgehen, dass diese normalverteilt sind. Somit lassen sich bisher besprochene Ver-
fahren nicht anwenden. Der U- Test vergibt fur alle Daten Rangplatze. Wenn die bei-
den Gruppen (Stichproben) unterschiedlich sein sollten, dann mussten die Mittelwer-
te der Rangdaten entsprechend unterschiedlich sein. Ein Unterschied in Reaktions-
zeiten wirde sich dadurch zeigen, dass die Gruppe mit kurzen Reaktionszeiten auch
niedrigere Rangwerte hat. Der Mittelwert sollte also kleiner sein als der von Gruppe
2.

Die Signifikanzprifung erfolgt bei dem U- Test relativ kompliziert. Einen sog. U- Wert
erhalten wir (bzw. U’), indem wir die Summe der Rangplatzunterschreitungen aus-
zahlen. Damit ist die Anzahl der Platze gemeint, mit der die eine Gruppe die andere
unterschreitet, welche bei einem Unterschied moglichst hoch sein sollte. Zur genau-
en Erlauterung siehe Bortz S. 142. Wir ermitteln auf diese Weise zwei PrufgroRen, U
und U’. Uber die z- Transformation kann dies dann auf stat. Bedeutsamkeit gepruft
werden. Dabei ist der erwartete Mittelwert der Population, unter der Bedingung von
HO, gleich dem Produkt der Gruppengrof3en dividiert durch 2. der z- Wert ermittelt
sich also wie folgt:

uU- . R .
z=—/l“, wobei die Streuung etwas umstandlicher berechnet werden muss, siehe

Oy
auch S. 142.
Bei kleineren Stichproben, wird die Signifikanzprifung anhand einer U- Tabelle vor-
genommen. Diese Tabelle enthalt sowohl kritische Werte, als auch Angaben uber
unterschiedliche Fehlerwahrscheinlichkeiten. Liegen verbundene Range vor, dann
muss die Streuung korrigiert werden.
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Sollen abhéngige Stichproben verglichen werden, dann findet der Wilcoxon- Test
seine geblhrende Anwendung, was Hager aber nicht so sieht und damit auch keine
Vorraussetzung fur das VD darstellen.

.6.3 Verfahren fir Nominaldaten

Wenn wir Haufigkeitsunterschiede untersuchen wollen, dann sind Verfahren fir
Nominaldaten indiziert, also nahegelegt. x*- Methoden dienen zur Analyse von H&u-
figkeiten, weshalb oft statt Verfahren zur Analyse von Haufigkeiten auch von 3?- Me-
thoden gesprochen wird.

Eine Ubersicht tiber verschiedene y2- Methoden finden wir auf S. 147 im Bortz. Hier
sei nur der Vergleich von Haufigkeiten eines zweifach gestuften Merkmals erlautert.

2*- Test bei einem 2fach gestuften Merkmal

Bei diesem Test unterscheiden wir zwischen zwei Moglichkeiten die Nullhypothese
zu formulieren. Einmal kbnnen wir von gleichverteilten Merkmalsalternativen aus-
gehen. Hierbei entstammen die Merkmalsalternativen also aus den gleichen Grund-
gesamtheiten. Als Beispiel kdnnte man untersuchen, ob die Verteilung von mannli-
chen und weiblichen Studierenden eines Fachbereiches zuféllig unterschiedlich ist
oder nicht. Untersucht werden dazu die auftretenden Haufigkeiten, die man mit einer
erwarteten Haufigkeit vergleicht. Diese ergibt sich geman der HO zu der Summe der
Einzelhaufigkeiten dividiert durch 2. Logischerweise ware der blol3e Unterschied zwi-
schen der Summe der Unterschiede zu dem erwarteten Wert gleich 0. Also vergleicht
man die Summe der quadrierten Einzelabweichungen mit dem Erwartungswert, da
so groRere Abweichungen starker gewichtet werden. Diese Gewichtung kann man
weiter verstarken, wenn man die Summe der quadrierten Abweichungen durch den
Erwartungswert teilt, da so grof3e Abweichungen zu einem hohen Wert fihren und
niedrige Abweichungen bedeutungslos werden. Der so erhaltende Quotient wird als
v? - Wert bezeichnet.

Diese Vorgehensweise haben alle ;> Methoden gemeinsam. Sie Vergleichen beo-
bachtete und erwartete Haufigkeiten, wobei die Erwartungswerte die jeweilige Null-
hypothese reprasentieren.

Die Freiheitsgerade bestimmen sich aus der Anzahl der verwendeten Summanden
abzuglich der Anzahl der Bestimmungsstiicke. In unserem Beispiel ist das Bestim-
mungsstick der Stichprobenumfang, also n und wir haben zwei Summanden. Somit
erhalten wir 2-1, womit df=1.

Wichtig ist, dass man diese Verfahren einseitig durchfiihrt, da man bei der y* Vertei-
lung nur den rechten Teil betrachtet. Bei einem einseitigen Test liegt also der kriti-
sche Wert bei a=0,05. Dies gilt sowohl fur gerichtete als auch flr ungerichtete Hypo-
thesen. Soll allerdings eine gerichtete Hypothese Uberpruft werden, so lesen wir fur
den kritischen Wert in der Tabelle den Wert ab, der 10% der Verteilung abschneidet.
Eine gerichtete Fragestellung (entspricht einem einseitigen Test) wird also eher signi-
fikant als eine ungerichtete.

Der einseitige Test kann auch Uber die Standartnormalverteilung durchgefiihrt wer-
den. Die Wurzel des y*> Wert ist schlieRlich nichts anderes als ein z- Wert. Dies gilt
aber nur fiir x> - Werte, deren Freiheitsgrade 1 betragen. Gerichtete Hypothesen
koénnen also nur fir resultierende y® Werte mit einem Freiheitsgrad durchgefiihrt
werden.
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Eine andere Nullhypothese formuliert einen Haufigkeitsunterschied zwischen nicht
gleichverteilten Merkmalen. Um bei unserem Beispiel zu bleiben, kdnnte man die
Gleichheit der Geschlechterverteilung zwischen der in einem Fachbereich und der in
der zugehorigen Universitat behaupten. Bei einer solchen Nullhypothese berechnen
wir die Haufigkeiten Uber die Wahrscheinlichkeiten. Wenn wir die Gesamtzahl aller
mannlichen und weiblichen Studierenden haben, kénnen wir uns die Wahrscheinlich-
keiten ausrechen, mit der man allgemein eine dieser beiden anzutreffen erwartet. Mit
der Berechnungsvorschrift f = p * n kdnnen wir uns die zu erwartenden Haufigkeiten
in dem Fachbereich errechnen. Wobei p die Wahrscheinlichkeit allgemein fiir mann-
lich oder weiblich ist und n die Gesamtzahl der in dem Fachbereich immatrikulierten
Studierenden.

Der y® Wert ergibt sich dann aus der Summe der Differenz von beobachteten und
erwarteten Haufigkeiten, dividiert durch die erwartete Haufigkeit.

Allgemein lautet also die Berechnungsvorschrift fir die bislang kenngelernten 2
2

Tests: z*=>" fbf fe

1

Auch hier gilt fur die Freiheitsgrade, dass von den Summanden die Anzahl der Be-

stimmungsstiicke abgezogen wird. Der resultierende y°> Wert darf dann wiederum
nur einen Freiheitsgrad haben.

e

Nebenbei bemerkt:

o Das Ergebnis eines y* - Testes erhalten wir auch, wenn die Wahr-
scheinlichkeit des Auftretens Uber die Binomialverteilung ermittelt wird.

o Alle Einheiten miussen eindeutig einer der Merkmalsalternativen zuzu-
ordnen sein.

o Die erwarteten Haufigkeiten sollten nicht kleiner als 10 sein, ansonsten
muss die Irrtumswahrscheinlichkeit Gber die Binomialverteilung errech-
net werden

o Kontinuitatskorrektur. Diese auch Yates- Korrektur genannte Modifikati-
on des y? Wertes beriicksichtigt, dass Haufigkeiten diskret verteilt sind,
v* - Werte hingegen stetig.

McNemar 7> - Test

Wenn wir nicht nur eine Messung machen, sondern zwei, dann interessieren uns
meistens die Unterschiede zwischen diesen beiden Messungen - also die Anderer.
Ein Beispiel kbnnte der Vergleich von Nichtrauchern und Rauchern vor und nach ei-
ner Anti- Raucher- Kampagne sein. Machen wir eine solche Untersuchung interessie-
ren uns diejenigen Falle, die ,auf Grund“ der Kampagne ihr Rauchverhalten geéndert
haben. Der McNemar Test bertcksichtigt eben nur diese Falle. (Dieser wird deshalb
haufig als test for significance change bezeichnet) Die Geprufte Ho ist demnach,
dass die Halfte aller Anderer die eine Alternative und die andere Halfte entsprechend
gegensatzlich gehandelt haben. Bezogen auf unser Beispiel: Die Halfte derer, die Ihr
Rauchverhalten geédndert haben, hat das Rauchen aufgegeben, die andere Halfte
hat eben dieses begonnen.

Der Erwartungswert fur die zu beobachten Werte betragt also die Halfte der beiden
beobachteten Werte. Hatten wir 10 Personen die vorher geraucht haben und nach-
her nicht mehr und 20 die vorher nicht und nachher angefangen haben, so wirden
wir gemald der Nullhypothese erwarten, das sich im Durchschnitt 15 Personen auf je
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eine der beiden Alternativen verteilen. Dieses prifen wir, indem wir die quadrierte
Differenz der beiden beobachteten Haufigkeiten, durch die Summe der beiden beo-
bachteten Haufigkeiten teilen. Sind die beiden Zellenwerte gleich, so ergibt sich ein
Quotient von 0. (15-15)?/ 30 = 0. Sind die Werte allerdings unterschiedlich ergibt sich
eine x> Wert groRer 0, der auch immer positiv ist. Ob dieser dann signifikant ist,
muss Uber die y* Verteilung gepriift werde. Zwieseitig wiirde man einen Effekt erhal-
ten, wenn die kritische Grenze bei 5% und einseitig bei 10% Uberschritten wirde. Wir
wirden in unserem Beispiel wirde uns der einseitige Test interessieren, da wir wis-
sen wollen, ob die Kampagne gegen das Rauchen gewirkt hat. Also in wie weit die
Haufigkeit der zu Nichtrauchern gewordenen hoéher ist als der zu Rauchern gewor-
denen. Also beobachtet haben wir 5 Nichtraucher, die nun rauchen und entspre-
chend 25 Raucher dies nun sein lassen. Fir y? ergibt sich (5-25)? / 30 = 7,5. Einsei-
tig gepriift bedeutet also: Kritischer Wert fir 10%: y* = 2,71, empirischer Wert: 7,5.
Die Kampagne gegen das Rauchen hat also einen auf dem 5%- Niveau abgesicher-
ten Effekt.

4 — Felder 2

Fuhren wir n voneinander unabhangige Untersuchungen an zwei Merkmalsalternati-
ven durch, erhalten wir eine vier- Felder- Kontingenztafel bzw. bivariate Haufigkeits-
verteilung.

Ein Beispiel soll dies verdeutlichen:

Mannlich Weiblich Summe (Zeilen)
Mit Brille 25 10 35
Ohne Brille 25 40 65
Summe (Spalten) 50 50 100

Wenn wir nun wie ublich die erwatete und beobachtete Haufigkeit miteinander ver-
gleichen wollen, haben wir dazu zwei moglichen. Entweder haben a) eine sehr spezi-
fische Ho, aus der wir die Erwartungswerte fur die Haufigkeiten ableiten kbnnen oder
b) wir missen auf Grund einer unspezifische HO diese Werte schatzen.

Zu a):

Wenn wir die HO aufstellen, dass sich die Geschlechter bezuglich ihrer Fehlsichtigkeit
nicht unterscheiden und ferner wissen, das es 30% Brillentragende in der Bevoélke-
rung gibt, dann ergeben sich logischerweise folgende Wahrscheinlichkeiten fur die
Zellen: Je 0,5*0,3 fur ,mit Brille, also 0,15 und 0,5*0,7 fir ,ohne Brille*, also 0,35.
Aus diesen erwarteten Wahrscheinlichkeiten lassen sich ebensolche Haufigkeiten
ableiten. Fur diese kdnnen wir dann einen y? - Wert. Dieser ergibt sich aus allen
guadrierten Abweichungen von beobachteten und erwarteten Haufigkeiten, die wir
jeweils durch die entsprechenden erwarteten Haufigkeiten dividieren. Hierbei nutzen
wir nur ein Bestimmungsstick, namlich n, um die Erwartungswerte zu berechnen.
Damit ist nur eine Haufigkeit festgelegt, die anderen drei kdnnen frei variieren. Damit
ergeben sich die df zu 2*2-1=3 Freiheitsgraden.

Zu b):
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Konnen wir aus der Nullhypothese solche Wahrscheinlichkeiten nicht berechnen, so
missen wir diese schatzen. Dies machen wir Uber die beobachteten Haufigkeiten.
Also fir die Wahrscheinlichkeit ménnlich / weiblich zu sein ergibt sich jeweils 50/100:
p = 0,5 und far ,mit Brille* 35/100 p=0,35 bzw. ,ohne Brille* 65/100 p=0,65. Die Zel-
lenwahrscheinlichkeiten ergeben sich nun aus den jeweiligen Produkten, aus denen
wir dann erwartete Haufigkeiten berechnen kdnnen. Dann verfahren wir wie bei a)
und erhalten ebenfalls einen x> Wert.

Fur die erwarteten Haufigkeiten der Zellen kénnen wir also vereinfacht auch schrei-
ben: f= Zeilensumme * Spaltensumme / n

Die Freiheitsgraden ergeben sich hierbei fiir den resultierenden x> Wert zu 1. Die
rahrt daher, dass ich Uber die Randsummen der beobachteten Haufigkeiten, die zu
erwartenden geschatzt habe. Deshalb missen diese identisch sein weshalb nur eine
Randsumme frei variieren kann. Die df ergeben sich somit zu 2*2-3=1.

Allgemeine Vorraussetzungen der #* - Verfahren

Im Prinzip werden mit den ¢ - Techniken die Wahrscheinlichkeiten einer Multinomi-
alverteilung geschatzt, wobei erst bei unendlich gro3en Stichproben diese Schétzun-
gen gleich dieser Verteilung sind. Aus diesem Grund sollten einige Vorraussetzun-
gen erfullt sein:
o Die einzelnen Beobachtungen missen unabhéangig sein (aul3er beim
McNemar - Test)
o0 Alle Beobachtungseinheiten miissen exakt je einer Kategorie zuzuord-
nen sein
o Bzgl. der GroRe der erwarteten Haufigkeiten erweisen sich %* - Techni-
ken als relativ robust. Jedoch sollten nicht mehr als 20% der Erwar-
tungswerte fur Haufigkeiten kleiner als 5 sein.

e Uberpriifung von Zusammenhangshypothesen

Im folgenden sollen nicht Unterschiede zwischen zwei (Mittel-)werten geprift werden,
sondern es soll sich viel mehr um Zusammenhange von Stichproben handeln. Wir
wollen also Zusammenhangshypothesen prifen. Wenn wir die enge eines Zusam-
menhangs wissen oder anschatzen kénnen, besteht dadurch die Méglich aus einer
Grolie eine andere Vorherzusagen.

.7.1 Merkmalsvorhersagen

Auf Grund der Starke eines Zusammenhangs, also Korrelation, ist es Moglich Merk-
malsvorhersagen zu treffen. Die Dazu benétigte Gleichung wird Regressionsglei-
chung genannt:.  y=bx+a

Die ,Enge*“, die zwei Merkmale miteinander einnehmen wird als Korrelation bezeich-
net und durch den Korrelationskoeffizienten r beschrieben. Dieser kann Werte zwi-
schen -1 und +1 annehmen. Dabei entspricht ein Wert von +/- 1 einem funktionalen
Zusammenhang.

Es ist also mdglich, sofern die Regressionsgleichung bekannt ist, den Wert einer
Variablen aus dem einer anderen Vorherzusagen, also zu schatzen.
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Meist nutzt man dies, um aus den Werten einer relativ einfach zu messenden Variab-
le, den Wert einer verhaltnismafig schwer zu erhebenden Variablen vorherzusagen /
schatzen.

Man unterscheidet deshalb zwischen der Pradiktorvariablen: Die zur Schétzung
genutzt wird, und der Kriteriumsvariablen: Deren Wert wir schatzen wollen.

.7.2 Lineare Regression

Regression: Aufteilen einer Variablen in einen systematischen und einen zufalligen
Anteil, zu Vorhersage einer anderen Variablen.

Wie oben schon erwéhnt, ist die einfachste Beziehung zweier Variablen eine lineare.
Die sich ergebene Beziehung ist graphisch dargestellt eine Gerade.

Durch die Regressionsgleichung wird derjenige Gesamttrend ermittelt, mit dem alle
Punkte (Messwerte) am besten beschrieben werden.

Die durch die Punktewolke gelegte Gerade soll also alle
Punkte am besten beschreiben. Dazu ermitteln wir die Dif-
ferenzen von tatsachlichem Wert und Geschéatztem
Wert: (y, - y,) . Da aber diese Differenzen sowohl positive,
als auch negative Werte annehmen kdnnen, gabe es un-
terschiedliche Geraden, deren Summen aller Differenzen
am kleinsten sind.

Also wéhlen wir die Summe aller quadrierten Differenzen / Abweichungen: (y, - Y,)*

(unter Abweichungen ist nichts anderes zu verstehen, als der Schatzfehler!)

Gesucht wird folglich, diejenige Gerade, fir die die Summe der quadrierten Abwei-
chungen der Vorhergesagten y-Wertevon den beobachteten y- Werten minimal

wird. (Kriterium der kleinsten Quadrate) : Zi”:l(yi —y,)=min

Berechnung der Regressionsgleichung

Regressionsgleichung: y, =b, * x +a,,

Fur jede statistische Untersuchung kdnnen wir also eine Regressionsgleichung er-
rechnen. Aus den Ausfuhrungen wird auch deutlich, dass die Rg. eine rein empiri-
sche Geschichte ist, die auch nur auf diesem Wege zu ermitteln ist.

fur die Regressionskoeffizienten a, b ergeben sich folgende Gleichungen(Bortz, S
170):

a= Zi":lyi _ b* Zinzlxi
n

n

=y-b*X (X=Mitelwert) und,

b= n* Zi=lxi il _Zi=lxi ¥ i1 Yi '
n* Zi”:lxiz B (Zinzlxi )*
Selbes gilt auch fir die Vorhersage von x- Werten tber y- Werte.

- Regressionsgleichung: X =b, *y, +a,,
- fur die Regressionskoeffizienten a,b gilt:
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a,=X-b,*y und

b, — n* Z:in=1xi Y _Zin=lxi - Z:in=1yi
Xy n n )
n* Zi:lyiz _(Zizlyi)z
Der Schnittpunkt dieser beiden Geraden liegt in den Mittelwerten von x und y. Das

zeigt auch, dass die Regressionsgeraden zweier z- standardisierter Variablen sich
im Ursprung des Koordinatensystems schneiden.

.7.3 Kovarianz und Regression

Die Kovarianz ist durch den Mittelwert aller Produkte von Korrespondierenden Ab-
L X=Xy - )

n

weichungen gekennzeichnet. : cov(x,y)= Z

D.h. also wie stark die Messwertpaare gemeinsam um den Mittelwert der Stichprobe
variieren bzw. kovariieren. Die Kovarianz wird dann als Mittelwert dieser Abweichun-
gen angegeben.

Man unterscheidet:

0 positive Kovarianz einem Uberdurchschnittlichen Wert x steht
ein Uberdurchschnittlicher Wert y gegenuber und umgekehrt.

0 nhegative Kovarianz einem Uberdurchschnittlichen Wert x steht
ein unterdurchschnittlicher Wert y gegenuber und umgekehrt.

0 keine Kovarianz Uberdurchschnittlichen Werten von x stehen
sowohl unter- als auch tberdurchschnittliche Werte y gegentber und
umgekehrt.

X X X

<

positiv negativ keine

Uber die Kovarianz lassen sich die Regressionskoeffizienten ebenfalls berechenen.
Durch die Regressionsgleichung haben wir eine Gerade erhalten, die die Werte einer
Messung “am besten” beschreibt. Also so, dal} alle Punkte des Schwarms einen
maoglichst geringe Entfernung zum Mittelwert aller einehmen.

Dividiert man die Gleichung fur b durch n, so erhalten wir im Nenner die Varianz der
x Werte. Der Zahlerausdruck (s.u.) wird als Kovarianz bezeichnet, da wir hier den
Mittelwert aller Produkte der Abweichungen von MeRBwertpaaren erhalten.

S YR LI
Zizlxi Yi — ! n .

umgestellt ergiebt sich der leichter zu

cov =
) n

verstehende Ausdruck:
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> (% -R* (¥ - )
COV ) == . :

Die Verbindung von Regression und Kovarianz wird deutlich wenn wir uns folgendes
vor Augen fiilhren: Uber die Regressionsanalyse erhalten wir eine Gerade, die
dem Kriterium der kleinseten Quadrate gentgt, und im weiteren Sinne die
Gerade eines funktionalen Zusammenhangs darstellt. Die Regressionsanalyse
liefert uns zwei Regressionsgleichungen (x,y). D.h. wir betrachten jeweils nur ein
Merkmal. Die Kovarianz betrachtet nun diese beiden gemeinsam. Es wird berechnet,
in wie weit die MeRRwertpaare gemeinsam um den Mittelwert, also den Schnittpunkt
der beiden Regressionsgeraden, variieren.
Zusammengefal3t benétigen wir die Regressionsgleichung zur Vorhersage von
Merkmalsauspragungnen, die in Abhangigkeit zu anderen Merkmalen stehen. Die
Starke des stochastischen Zusammenhang gibt der Korrelationskoeffizient an.
Nimmt dieser einen Wert von +/- 1 an, so wirden die beiden
Regressionsgleichungen (Geraden) identisch ausfallen. (gleiches gilt fir die
maximale Kovarianz)

X
Regressionsgeraden

\

Kovarianz

<

Korrelation

Der Winkel zwischen den Regressionsgeraden kann also einen Wert von 0° bis 90°
annehmen. Dabei gilt, dass je kleiner dieser Winkel ist, die Kovarianz (und auch Kor-
relation) groRer wird.

Fur die Regressionskoeffizienten und Gleichungen ergeben sich also auch folgende

Gleichungen:
cov . cov _
w=——2 und fiur b, =—2=2 sowie
S S
X y
cov cov
& (Y % & _ Y %
yi—? X +a,, und &_T X +a,, .
X y
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Statistische Absicherung

Um nun Vorhersagen von Kriteriumsvariablen zu treffen, die nicht in der Stichprobe
enthalten sind, muss die gefundene Regressionsgleichung einer Stichprobe auf die
zugrundeliegende Grundgesamtheit generalisierbar sein.

Die beiden Regressionskoeffizienten (a, b) werden aber, wie die Kennwerte einer
Stichprobe, von Stichprobe zu Stichprobe schwanken.

Wir erhalten somit eine Stichprobenkennwertverteilung der Regressionskoeffizienten.
Es ist einsichtig, dass je kleiner die Streuung (also Standartfehler) dieser Verteilung
ist, desto besser eignet sich die in der Stichprobe gefundene Regressionsglei-
chung zur Vorhersage von Werten der Kriteriumsvariablen.

Die in einer Stichprobe gefundene Regressionsgleichung stellt also ihrerseits nur ei-
ne Schatzung der in der Population tatsachlich giltigen Regressionsgleichung dar.
Diese (nichtschatzbare) Regression hat dann folgende Gleichung:

yj = ﬁyx * XI +ayx *
Annahmen

- Wenn man wissen mochte, wie die Verteilung von a, b geartet ist, so ist voraus-
zusetzen, dass die Merkmale in ihrer Grundgesamtheit bivariat Normalverteilt
sind. (bivariate Normalverteilung erhalten wir dann, wenn sich nicht nur die beiden
Verteilungen x, y fur sich normal Verteilen, sondern auch deren gemeinsame Ver-
teilung. Es ergibt sich eine dreidimensionale glockenférmige Verteilungsform)

- Arrayverteilung: zu jedem Messwert x gehort nicht nur ein Wert y, sondern mehre-
re y. Diese Werte verteilen sich ebenfalls und sollten dies normal tun!

- Eine Mdoglichkeit: ein x Wert hat mehrere y Werte, da kein perfekter Zusam-
menhang angenommen werden kann. Auch wenn wir einen y Wert schatzen,
S0 mussen wir davon ausgehen, dass es auch noch andere gibt.

- Zweite Mdoglichkeit: Wir machen zu gleichbleibenden X Werten mehrere Un-
tersuchungen. Auch so werden fur einen x wert unterschiedlich y werte erhal-
ten.

- Weitere Ausfuhrungen hierzu vgl. Bortz S. 176 f.

- Die Genauigkeit, mit der eine empirische oder Stichproben - Regressionsglei-
chung eine gute Schéatzung der der Population ist, kann mit dem Standardschéatz-
fehler ermittelt werden.

Der Standardschéatzfehler kennzeichnet die Streuung der y- Werte um die Regressi-
onsgerade und ist damit ein Gutemalfistab fur die Genauigkeit der Regressionsvor-
hersagen. Die Genauigkeit wachst mit kleiner werdendem Standardschéatzfehler.
(Nicht zu verwechseln mit der Kovarianz: Streuung um den Mittelwert!!)

.7.4 Determinanten der Vorhersagegenauigkeit

Der Wahre Wert einer Vorhersage hangt von der Gro3e des Konfidenzintervalls ab,
in dem e sich aufhélt. Somit bestimmen die Grenzen dieses Intervalls die Prazision
der Schatzung, wobei bedacht werden muss, dass von der Prazision, also der Wahr-
scheinlichkeit mit der sich der wahre Wert in diesem Intervall befindet, die Irrtums-
wahrscheinlichkeit (alpha) abgezogen werden muss. Weiter gibt die GroRe des
Standartschatzfehlers die Genauigkeit der Schatzung an. Mit kleiner werdendem
Fehler, wird auch das Intervall kleiner. Bei einem Fehler von Null, erhalten wir eine
exakte Messung (linearen Zusammenhang). Analog gilt such, das mit zunehmender
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Korrelation der Fehler abnimmt. Somit wird auch mit zunehmender Korrelation die
Prazision der Schéatzung zu. Mit zunehmender Stichprobengrof3e wird das Intervall —
wie Ublich — kleiner (NV).

Allgemein gilt, dass je starker ein zur Vorhersage genutzter x- Wert vom Mit-
telwert aller x Werte abweicht, desto schlechter wird die Schatzung.

Getestet wird die Regression Uber die t-Verteilung.

.8  Merkmalszusammenhange

Die kenngelernte Kovarianz liefert uns ein Mal3 des Zusammenhangs zweier Variab-
len bzw. Merkmale.

Sie ist schlie3lich nichts weiter, als das Mittel aller korrespondierenden Abweichun-
gen (gegenuber der Varianz, welche uns nur das Mittel der Abweichungen eines
Merkmals liefert)

Zur Wiederholung: Stardardabweich
andardabweichungen
der Normalverteilung

D (% =%)?
Varianz: S? :MT , Standardabweichung: S=

-25-1S 0S+1S +2S

Das Problem der Kovarianz als Zusammenhangsmal3 liegt in der Abhangigkeit vom
Malstab der Merkmale. D.h. die Kovarianz &ndert sich im Wert, wenn sich die Mal3-
stabe andern. Dies wird deutlich, wenn wir die Werte einer Untersuchung von Merk-
malen unterschiedlicher Mal3stabe, die nicht fest sind verdoppeln (Neurotizismus und
Intelligenz z.b.)

Bei Merkmalen mit festen Mal3stdben wie Zeit, Lange oder Gewicht, kann sie somit
als Zusammenhangsmal} einsetzt werden. Also bei mindestens Verhaltnisskalenni-
veau.

Da die Mal3stabe bei niedrigeren Skalen oft willkurlich festgesetzt werden, hat man
ein Mal3 eingefuhrt, welches gegenluber Mal3stabsveranderungen invariant ist: den
Korrelationskoeffizienten r.

. deshalb, weil er auf die Regression zurickgefuhrt wird und womit zum Ausdruck
gebracht werden soll, dass Korrelationsrechung und Regressionsrechnung eng mit-
einander verknupft sind.

Die ,Produkt — Moment — Korrelation“ erhalten wir, wenn wir die Kovarianz durch das
Produkt der Standardabweichungen dividieren, um so die Mal3stabs- bzw. Streu-
ungsunterschiede zu kompensieren:

_cov(x)
S,*S,
Dies ist nichts anderes, als die Kovarianz mit z-transformierten Variablen zu be-

rechnen.: r =E*ZZXi *z, . (zur genauen Herleitung vgl. Bortz S. 189)
n =

Die Korrelation zweier Variablen entspricht der Kovarianz der z- transformierten
Variablen bzw. dem durchschnittlichen Produkt korrespondierender z-Werte.
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.8.1 Korrelation und Regression

Die Korrelation zweier Merkmale x, y entspricht der Korrelation zwischen den empi-
risch gefundenen Werten fur y und den vorhergesagten Werten flr y.

Somit lasst sich auch tber die Korrelation die Steigung der Regressionsgeraden er-
mitteln.

2%
ergibt sich r =——==. Mit S, gekurzt ergibt sich r Sk b,, .
X y SX* Sy Sy

Hieraus lasst sich folglich auch die Steigung der Regressionsgeraden berechnen.

Aus r = —COVEX’ y)

Fur eine perfekte Korrelation ergeben sich folgende Werte fiir Regressionsberech-
nungen:
- 1 =+/-1, cov = +/- S,*Sy und by, = byy, die Steigungen sind also bei r = +/-1 i-
dentisch.
- Fur eine positive Korrelation erhalten wir somit eine Regressionsgerade deren
Steigung by x= by, = S,/Sx betragt.
- flr eine negative Korrelation by x= byy = - Sy/Sx
- Sind die Variablen z- transformiert, so sind die Mittelwerte = 0 und die Stan-
dardabweichungen S (x,y) = 1 (per Definition).
- somit erhalten wir fir z- transformierte Variablen die Beziehung r = b (yx) bzw
1/r = b(xy)

.8.2 Regressionsresiduen

- Das Regressionsresiduum kennzeichnet die Abweichung eines empirischen y-
Wertes vom Vorhergesagten Wert.

(yi _y)_(yi _y):(yi _y)

Dieses Residuum kennzeichnet also den Anteil eines Merkmals, der nicht durch das
zur Vorhersage verwendete erklart werden kann, sondern viel mehr durch Fehler und
vor allem andere Merkmale.

Der Mittelwert aller Residuen ist =0. (Herleitend hierzu vgl. Bortz S. 193)

Ein wichtiger Aspekt lasst sich aus der Tatsache ziehen, dass sich die Regressions-
residuen mit wachsender Korrelation verringern: Zerlegung der Kriteriumsvarianz.
Dadurch, dass sich Residuen verringern, verringern sich ebenfalls mit steigender
Korrelation die Streuung bzw. die Varianz der Residuen.

Daraus kénnen wir ableiten, dass sich die Kriteriumsvarianz (Varianz der y- Werte)
additiv aus der Varianz der Regressionsresiduen und der Varianz der vorhergesag-
ten y Werte zusammensetzt.

Eine weitere Feststellung: Die Regressionsresiduen (y - yDach) und die Pradiktorva-
riablen sind unkorreliert.
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.8.3 Redundanz

Unter Redundanz versteht man den Anteil der gemeinsamen Varianz. Also wie viel
der Varianz y durch die Varianz x erklarbar ist.
Fur die Redundanz gilt:

S? 2

Red,, =—*100 = r**100, daraus folgt auch: r*=—=% .
S S
y y

r”> wird auch als Determinationskoeffizient bezeichnet. Dieser gibt also den Teil der
Varianz der y Werte an, der durch die Varianz der x Werte erklart werden kann, be-
zogen auf 1. Die Redundanz gibt das selbe bezogen auf 100, also prozentual, an.
Eine gemeinsame Varianz von 1 erhalten wir bei einem linearen Zusammenhang.
Unter der Annahme einen solchen Zusammenhang zweier Merkmale zu haben, gibt
der Determinationskoeffizient an, in wie weit diese Annahme zutrifft. Im folgenden
soll gezeigt werden, wie dies auf statistische Signifikanz geprift erden kann.

.9  Uberprufung von Korrelationshypothesen

Wollen wir eine Korrelationshypothese prifen, also in wie weit ein Determinationsko-
effizient nicht zufallig zustande gekommen ist, so missen Vorraussetzungen erfullt
sein, die wir von der Regressionsanalyse her kennen.

Die Grundgesamtheiten der beiden Stichproben mussen bivariat normalverteilt sein.
Dies ist der Fall, wenn sich die Merkmale x, y normal verteilen, und eine der Array-
verteilungen (der y zu x Werte, oder andersrum) ebenfalls normal ist.

AulRerdem setzten wir Varianzhomogenitat der Arrayverteilungen voraus, was unter
den leicht zu merkenden Begriff der Homoskedastizitat fallt. Da es eher problema-
tisch ist, dieses zu prifen, beschrankt man sich darauf, die NV der einzelnen Stich-
proben zu prufen. Aber dies ist noch kein Garant daftir, dass auch eine bivariate NV
vorliegt.

Der im Folgende dargestellte Signifikanztest erweist sich allerdings als sehr robust
gegenuber Verletzungen der Verteilungsannahmen und Intervallskalenniveau. Nur
stellt die P-M-Korrelation kein erwartungsgetreuen Wert der Schéatzung von rho (r in
der Pop.) dar. Obwohl dieser Wert konsistent und erschépfend ist. Die Stichproben-
korrelation verschétzt den wahren roh Wert um den Betrag von 1/n. Aufgrund der
Konsistenz wird dieser Fehler mit groRer werdenden Stichproben irrelevant.

9.1 Signifikanztest

Der Signifikanztest, ob eine Korrelation von Null verschieden ist, erfolgt Gber einen t
Test. Ziehen wir aus einer Grundgesamtheit theoretisch unendlich viele Stichproben,
so kdnnen wir fur jede dieser Stichproben einen Korrelationskoeffizienten berechnen.
Diese vereinen sich zu einer Zufallvariablen, die sich bei gentigend gro3em n nor-
malverteilt. (Beachte, dass sich Korrelationen nie perfekt normal verteilen kdn-
nen, da sie einen begrenzten Wertebereich von +/-1 haben und damit diskrete
Verteilungen sind) Nun kann man die HO prifen, ob eine empirisch ermittelte Korre-
lation signifikant von Null verschieden ist. Fur Stichproben groRer 3 kann man zei-
gen, dass sich die Freiheitsgrade zu n-2 ergeben.

Die Korrelation hangt auch mit den Regressionskoeffizienten zusammen. Die Korre-
lation nimmt einen Wert von Null an, wenn die Steigung der Regressionsgraden Null
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ist, da die Korrelation der Quotient der Streuungen x, y multipliziert mit der Regressi-
onssteigung by darstellt.

.10 Spezielle Korrelationstechniken

Neben der Produkt — Moment — Korrelation, die bislang behandelt wurde, gibt es wei-
tere Korrelationen, denen nun Aufmerksamkeit geschenkt werden soll.

a) Wie bereits gezeigt wird bei zwei intervallskalierten Merkmalen die P-M-
Korrelation berechnet.

b) Im folgenden setzen wir uns mit der Korrelation einer intervallskalierten und einer
dichotomen Variable auseinander. (dichotom: zwei Auspragungen : mannl. vs.
weibl.)

.10.1 Punktbiserale Korrelation

Setzen wir bei der Gleichung der P — M — Korrelation 0 & 1 fur die Werte der dicho-
tomen Variable ein, so erhalten wir fir die punktbiserale Korrelation folgende Glei-
chung:

r _371_370* nO*nl
pb — 2
Sy V n

n0, n1 = Anzahl der Untersuchungseinheiten in den Merkmalskategorien x0 und
x1

y0, y1 = Mittel der einzelnen Werte von y unter x0 bzw. x1

n =n0+nl

Sy = Streuung der kontinuierlichen Variable y

Die Signifikanztestung lauft tber den gleichen Test wie bei der P — M — Korrelation:

F'ob

t=
Ja-ri)*(n-2)

Die punktbiserale Korrelation entspricht dem t — Test fur unabhangige Stichproben!

.10.2 Biserale Korrelation

Diese wird berechnet, wenn wir ein eigentlich intervallskaliertes Merkmal kunstlich
dichotomisieren. Sie ist nichts weiter als eine Schatzung der P — M — Korrelation der
beiden intervallskalierten Merkmale.

Fur die biserale Korrelation ergibt sich folgende Beziehung:

. = . .
s 9*n2 ™ s nrg

y y

yl_yo*no*rﬁ =r _yl_yo* n,
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$=Dichte desjenigen z- Wertes in der Standardnormalverteilung, welcher die
Grenze von n0O/n und n1/n markiert. Ordinate des z- Wertes in Tabelle nachschla-
gen =49.

Weitere Ausfiihrungen hierzu finden sich bei Bortz S. 209.
c) Korrelation von einer intervallskalierten und einer ordinalskalierten Variable:

Hierzu schlagt Bortz vor: tut das lieber nicht, weil echt umstandlich. Besser sei es, die
intervallskalierten Variablen in Range zu gliedern, um dann die Korrelation fir Range
zu berechnen. (vgl. Spearman)

d) Kaorrelation fur zwei dichotome Variablen:

.10.3 Phi — Koeffizient (®)

Hierflr berechnen wir den Phi — Koeffizient (®), indem wir alle Werte mit 0, 1 codie-
ren. So erhalten wir zwei Messreihen, die nur aus Einsen und Nullen bestehen.
Die Produkt — Moment — Korrelation ist in diesem Falle mit @ identisch.
Aus der Beziehung fur r ergibt sich fur @:
a*b-b*c
J@+o)*(b+d)*(a+rb)*(c+d)

a, b, c und d kennzeichnen die Haufigkeiten, die sich in dem 4 — Felder — Schema
fur die einzelnen Bedingungen ergeben.

y
mannlich weiblich
X Vorschule 20 alb 10 30
keine Vorschule 30 cld 40 70
50 50 100

20*10-10* 30 oo
J(20+30)* (10+40)* (20+10)* (30+40)
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