M ethodenlehre B2, B3& B4

Varianzanayse

Bisher gab es Verfahren, mit denen man tber zwei Stichproben ermitteln konnte, ob ein Merkmal
in zwei verschiedenen Populationen unterschiedlich ausgeprégt ist. Bei z.B. Intervallskalenniveau
wére dies ein t-Test fur unabhangige Stichproben.

Da aber die meisten psychol ogischen Untersuchungen die wechsel seitigen Beeinflussungen vieler
verschiedener Variablen erfassen wollen, ist der t-Test dort ziemlich nutzlos.

Und dabei springt jetzt die Varianzanalyse ein.

Die Varianzanalyse ermoglicht die simultane Kontrolle einer oder mehrerer unabhangiger
Variablen, welche auf eéin Merkmal (abhangige Variable) einwirken.

Verfahren, mit denen gleichzeitig mehrere abhangige Variablen geprift werden kdnnen, findet
man bei ,,Multivariate Verfahren®.

Der Begriff ,,Varianzanalyse” ist historisch gewachsen und beinhaltet alle Verfahren in diesem
Kapitel. Wirde man nur der Definition des Begriffes,,Varianzanalyse™ folgen — Analyse der Va
rianz bzw. Streuung von Daten — , wirde u.a. auch der t-Test darunterfallen. Deshalb von der
folgenden Definition nicht irritieren lassen, auch wenn fast alle Verfahren aus dem Teil B2 dar-
unter fallen.

Die Varianzanalyse fuhrt Mittelwertsvergleiche unter zu Hilfenahme von Varianzen bzw.
Streuungen von Werten durch.

Einfaktorielle Versuchspléne:

Die einfaktorielle Varianzanalyseist die einfachste Version aler Varianzanalysen.

Sie Uber prift die Auswirkungen einer p-fach gestuften unabhéngigen Variable auf eine
abhangige Variable.

Sie Uberprft also, ob p Stichproben aus Grundgesamtheiten mit denselben Mittelwerten stamm-
ten — also ob es (Mittelwerts-) Unterschiede gibt oder nicht.

AlsBeispid: Die einfaktorielle Varianzanalyse untersucht die Auswirkungen einer unabhéangigen
Variable (Medikamente), auf eine abhangige Variable (Stimmung von Depressiven), wobei die
unabhangige Variable p-fach gestuft sein kann (Medikament A, Medikament B, etc.).

Die Frage ist nun: Stammen ale Stichproben (A, B, etc.) aus Grundgesamtheiten (alle Menschen,
die die Medikamente A, B etc. nehmen ) mit denselben Mittelwerten (die Medikamente wirken
alle gleich gut /schlecht), oder gibt es Unterschiede (Medikament z.B. A ist besser als alle ande-
ren).

Vom englischen Analysis of Variances leitet sich das auch im deutschen tbliche Akronym ANO-
VA her.

Zum algemeinen Verstandnis erst einmal ein paar Begriffe:

75



M ethodenlehre B2, B3& B4

Begriffe der Varianzanalyse:

Abhangige Variable (AV): dasMerkmal, dessen Varianz durch die Varianzanalyse untersucht
wird. Eine AV mussintervallskaliert sein.

Unabhangige Variable (UV): auch Faktor genannt; ein oder mehrere Merkmale, die am Zustan-
de kommen von Unterschieden bei der AV beteiligt sein konnen.
Das Skalenniveau der UV ist beliebig, jede Versuchsperson (Vp)
muss nur eindeutig einer (Faktor-) Stufe der UV's zuordbar sein.

Stufen: Anzahl der Kategorien der UV, z.B. wére eine einfaktorielle Vari-
anzanalyse mit der Untersuchung von Partei préferenzen von Stu-
denten bei den im Bundestag vertretenen Parteien (PDS, SPD, Gri-
ne, FDP, Union) funf-fach gestuft (Sie hétte funf Faktorstufen).

Quadratsumme (QS): Die Quadratsumme ist die Summe der quadrierten Abweichungen
aller Messwerte vom Mittelwert.

Grundprinzip der einfaktoriellen Varianzanalyse:

Datenschema: Der ANOVA liegt das folgende Datenschema zugrunde:

Faktor A
d d e a; e dy
X11 X12 oo X1 oo X]_p
X21 X22 X5 X2p
X1 Xmp X Xmp

Stufenmittel werte:

Gesamtmittel wert:

G7|
ZIH
LMo
1 M=
X
3.

E
Z
M
=
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M ethodenlehre B2, B3& B4

Hypothesen:
Ho: ,u]_ == M == ,Up

Hl: ll’li * ﬂi'

Die H; besagt also nicht, dass sich alle Mittelwerte unterscheiden, sondern dass sich mindestens
zwei Mittelwerte unterscheiden, also ob mindestens ein Effekt vorliegt

Wenn die Ho zutrifft und die Populationsmittel gleich sind, ist auch die Summe der quadrierten
Effekte gleich Null. Die Hy lief3e sich also auch wie folgt formulieren:

H_p Z_p 2 -0
o =2 —n)7 =0

Wenn die H; zutrifft, die Populationsmittel also nicht alle gleich sind, ist auch die Summe der
guadrierten Effekte grof3er Null:

D 2 P 2
H: _Zloci =Zl(ui - >0
| = |=

Der Einfluss einer UV, der sich in unterschiedlichen Mittelwerten zeigt, kann tGber eine Summe
von Abwei chungsquadraten (Quadratsumme) der Effekte ausgedriickt werden.

In dem Modell der einfaktoriellen ANOV A werden zwei Quellen der Variation unterschieden:
das Treatment und der Fehler.

Mehrere t-Tests statt einer Varianzanalyse?

Bel nur zwei Stichproben sind der t-Test fir unabhéngige Stichproben und die einfaktorielle Va-
rianzanalyse identisch. Konnte man jetzt (rein theoretisch) nicht einfach jede Menge t-Test rech-
nen?

Es gibt zwei Probleme:

1.) Bei z.B. eéinem Alphaniveau von 5% und 100 gerechneten t-Tests werden aufgrund der
Wahrscheinlichkeit ca. 5(%) der 100 Tests signifikant fur die H; sein, auch wenn eigent-
lich die Ho fest gilt.

2.) Esgibt das Problem der Alpha-Kumulierung (kommt spéter noch mal):

Drei t-Tests mit einem Alphaniveau von je 0,05 haben zusammen ein Alphaniveau von
(1- «)*=(0,95)° = 0,857375!

Quadratsummenzerlegung:

Die einfaktorielle Varianzanalyse geht von folgendem aus:

Man registriert eine Gesamtvarianz aller Messwerte. (=QS)

Eswird nun gefragt, ob der Anteil der Treatmentquadratsumme — die Unterschiede, die auf
den Faktor zurtickzuftihren sind — hinreichend groR3er ist als die Fehlerquadratsumme— die
individuellen Unterschiede in der Gruppe.
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M ethodenlehre B2, B3& B4

Totale Quadratsumme:
Die gesamte Variation der Messwerte geht in die totale Quadratsumme ein:

QSu =3 Z(Xm. -G)?

I=1lm=1

QS ist also die Summe der Abweichungen aller Messwerte vom Gesamtmittelwert.

Treatmentquadratsumme:
Die Mittelwertsunterschiede (geschétzte Effekte der UV) gehen in der ANOVA indie Treat-

mentquadratsumme ein:
p —_ —_
QS, = 2N -(A-G)?

QS, (spéter auch QSg, QS etc.) ist also die Summe der mit n; multiplizierten quadrierten jewei-
ligen (= einzelnen) (Faktor-) Stufenmittelwerte abzilglich des Gesamtmittelwertes.

QS, ist also der Unterschied bei den Messwerten, der nur auf die Faktorstufen (z.B. die Art des
Medikaments zurtickzufthren ist.

Waére Unterschiedlichkeit der Werte ganz vom Treatment abhangig, dirften sich die Messwerte
der Personen in einem Treatment nicht unterscheiden

Fehlerquadratsumme:
Die individuellen Unterschiede je Gruppe (Fehlerkomponenten) werden mit folgender Fehler-
gquadratsumme untersucht:

QScenier = ZZ(Xmu A)z.

i=1m=1

QSrenier ist d's die Summe der quadrierten Abweichungen aller einzelnen Messwerte vom jeweili-
gen Stufenmittelwert.

QScanier St SO etwas dhnliches wie die Regressionsresiduen, esist der Teil, der nicht von QSa
erfasst wird, also z.B. die individuellen Unterschiede oder Experimentalmangel.

Quadratsummenzerlegung:
Fur jede einfaktorielle ANOV A (ohne Messwiederholung) gelten folgende Gleichungen.

QVtot — S*A + QSFehIer
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M ethodenlehre B2, B3& B4

dftot = de + df Fehler

| Die Varianzen verhalten sich nicht additiv.

V arianzschétzungen:

Wenn man die Quadratsummen errechnet hat, kann man die einzelnen Varianzen (also Treat-
mentvarianz, Fehlervarianz und Gesamtvarianz) schétzen.

Die Division der Quadratsummen durch ihre Freiheitsgrade fiihrt zu folgenden V arianzschédtzun-
gen:

2 QSA
Trestmentvarianz: G = , mit dfa = p-1.
A
. S
Fehlervarianz: Glzzehler = (L:ﬂ mit dfeener = N—P.
df Fehler

Bei Gultigkeit der Hy stammen die einzelnen Werte unter den Faktorstufen (A;) aus der gleichen
Population, d.h. die Varianz der Stufenmittelwerte ist gleich dem Standardfehler des Mittelwer-

tes, daauch bei der ANOVA eine n grof3e Stichprobe eine Varianz von g % hat.

Bei Glltigkeit der Ho sind sowohl &i alsauch 6% chler ETWartungstreue Schétzer der gemein-

2

samen Populationsvarianz -

Wenn die Ho gilt, dann:
E(Gi) = E(Glzzehler) = Gg

Je grof3er die Unterschiede zwischen den Mittelwerten ist, desto gréfier ist die Treatmentvarianz;
die Fehlervarianz bleibt unverandert. Daher ist bel Glltigkeit der H; zu erwarten, dass 6% grofder

ausfllt s G2 -
Wenn die H; gilt, dann:
E(624) > E(Sfenier )[= 07]

Die ANOVA testet, ob die Treatmentvarianz grof3er ist als die Fehlervarianz; wenn dies der Fall
ist, wird geschlossen, dass nicht alle Mittelwerte gleich sind. Die Frage ist nun, ob der Unter-
schied signifikant ist.
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M ethodenlehre B2, B3& B4

ISt QSrenier grofder al's QSa, ertibrigt sich ein Test (unbedeutende Treatmenteffekte).

Entscheidung:

Die geschétzten Varianzen vom Treatment und vom Fehler verteilen sich unter der Ho gemald
einer F-Verteilung mit dfa = p—1 Z&hler- und dfeenier = N—p Nennerfreiheitsgraden:
n2
F, =—0A_
emp n2
O Fenler

Die Ho wird verworfen falls Femp > P, df e, 1)

Aufgrund der Quadrierung in QSa geht die Information Uber die Richtung einer Abweichung (po-
sitiv/negativ) verloren. Mit der ANOV A konnen daher keine gerichteten Hypothesen getestet
werden.

D.h. wir testen ungerichtete Hypothesen mit einem F-Test rechtsseitig (bei eéinem Alphani-
veau von 1% schneiden wir an der F-Kurverechts 1% ab).

Effektgroien:

Um Effekte verschiedener Untersuchungen vergleichbar zu machen, werden auch bel der ANO-
VA Effekte zu Effektgrofien standardisiert:

Wobei ,,d* die Differenz zwischen dem héchsten und niedrigsten Wert — dividiert durch die
Streuung — darstellt:

d= Hmax — Hmin
O

Wenn man vor einer Untersuchung eine Effektgrofile festlegt, hat dies den Vorteil (neben dem
groleren Aufwand), dass der Stichprobenumfang kalkulierbar ist. (Die Formel dazu steht nicht
im Bortz.) Somit pendelt man gut zwischen zu grof3en und zu kleinen Stichproben.

Die Effektgrofe kann auch tber die Varianzaufklérung (siehe nachster Punkt) ermittelt werden:

2

7

= |——
1—772
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Varianzaufkl&rung:

Wie vidl der Gesamtvarianz Uber das Treatment aufgeklart werden kann, wird tber folgenden
Koeffizienten ermittelt:

> Q
"o,

Wihrend n?ein Stichprobenkennwert ist, ergibt sich eine Schatzung fiir die Varianzaufklarung

in der Population tber:
~2_QSy—(p- 1) Stene _

0
QS + Gt Fehler

V oraussetzungen:

In der Hp wird behauptet, dass die Daten aus identi schen Populationen stammen und in der Hy,
dass sich die normalverteilten Populationen nur bei ihren Mittelwerte unterscheiden. Daher wer-
den als Voraussetzungen (nétig fir Femp, der ANOVA egal) genannt:

¢ Normalverteilte Fehlerkomponenten sonst: Beeinflussung von Alpha & Beta
(= normalverteilte Popul ationen).

e Homogene Fehlervarianzen (bei gleichen Stichprobengrofien egal, sonst
( = varianzhomogene Populationen). erhebliche Gefahrdung des F-Tests)

¢ Unabhangige Fehlerkomponenten
(= unabhangige Stichproben).

Ferner mussdie AV intervallskaliert sein, das Skalenniveau der UV ist mindestens nominal.

Die Varianzanalyse gilt insgesamt als ziemlich robust, sofern die Stichproben gleich grof3
sind. Genauso (weitgehend) ver halt es sich mit dem Scheffé-Test und Trendtests.

Es gibt Gbrigens auch ANOVAS, bel denen nur Mittelwerte, Varianzen und Stichproben bekannt
sind, die einzelnen Werte aber nicht (z.B. bei Metaanalysen). Formeldnderungen im Bortz S. 251

Einzelvergleiche:

Fuhrt die einfaktorielle ANOVA zu einem signifikantem F-Wert, kdnnen wir davon ausgehen,
dass sich mindestens zwei Mittelwerte unterscheiden. Die Frage ist nur, welche.

Durch Einzelvergleiche (oder auch Kontraste) finden wir heraus, zwischen welchen einzel-
nen Treatmentstufen signifikante Unter schiede bestehen.
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A-priori (= spezifische Hypothesen im Vorhinein vorhanden) Einzelvergleiche erfordern aufwen-
dige mathematische Verfahren (Bortz S. 253-260), laufen aber letztendlich auf die Teilung der
Differenz (D) der jeweiligen Stufenmittelwerte (A;) durch die Varianz der Streuung der Mittel-
wertsdifferenzen. Das Ganze kann Uber einen t- oder F-Test geprift werden.

2
t:L F = D

J&(D) ~ 6(D)

Alpha-Fehler-Korrektur:

Man konnte natrlich auch, um Einzelvergleiche durchzufihren, eine Anzahl(p) t-Tests rechnen.

ANOVA Ho ===
t-Tests Hoo i = Ho o= Ho: Us =

Wenn hierbei die globale Testentscheidung der ANOV A auf einem o Niveau von z.B. 5% getrof-
fen werden soll, mussen die einzelnen Tests auf einem anderen, kleineren Niveau o getestet
werden, denn:

Wenn drel Tests auf jeweils oo = 5% durchgefihrt wirden, 1&ge die Wahrscheinlichkeit, dass
mindestens ein Test fa schlicherweise fur die H; spricht, bei 14,26%:

1- (1-a)¥=1-(1-0,05)° = 0,1426.
Diesem Problem der a-Fehler kumulierung entgeht man, indem jeder Einzelvergleich auf o
durchgefihrt wird:
a'=1-(1-a)¥9=1-(1-0,05)¥ = 0,01695.
Aufaddiert ergibt das ein Alphaniveau von ungeféhr 0,05.

Eine oftmals hinreichende Approximation zur Berechnung von a.‘ bietet die
Bonferoni-Korrektur:

o ==

q

Diese obigen Uberlegungen gehen davon aus, dass die t-Tests voneinander unabhangig sind.
Sind Tests abhangig, wird das Alpha kleiner. (Eine perfekte Abhangigkeit bendtigt nur einen
Test, dader ale anderen Ergebnisse perfekt vorhersagt.)

Deswegen sollte man bei abhangigen Tests die obigen Verfahren fur unabhangige Tests benut-
zen, auf diese Weise ist man durch ein grof3es Alpha,,auf der sicheren Seite".

t-Tests und andere Einzelvergleichsverfahren konnen gegentiber der einfaktoriellen Varianzana-
lyse Vorteile bieten, wenn vor einer Untersuchung (a priori) spezifische Hypothesen tiber die
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Mittelwertsunterschiede vorliegen. Wenn dies nicht der Fall ist, sollte die Varianzanalyse gerech-
net werden, da sie 6konomischer ist und die Varianzaufklérung zu bestimmen erlaubt.

Eine bewiesene, a priori aufgestellte, Hypothese hat den hdochsten denkbaren Infor mations-
gehalt (ist nur sehr schwierig zu finden, a posteriori ist eben einfacher)

Ferner kann Uber Einzelvergleiche im Nachhinein (a posteriori) untersucht werden, welche Mit-
telwerte fur ein signifikantes Ergebnis verantwortlich sind.
Das geht u.a. mit dem Scheffé-Test.

Ein a posteriori gefundenes Ergebnis zu einer a priori aufgestellten Hypothese zu erklaren, ist der
Wissenschaft nicht dienlich (100% aller Hypothesen wiirden bewiesen)

,,Die Begr iindung und Uber priifung einer Hypothese mit ein und demselben Datensatz ist
wissenschaftlich nicht haltbar.“ (Bortz)

Scheffé-Test:

Es gibt mehrere a-posteriori-Vergleichsverfahren, darunter den Scheffé-Test (andere Verfahren
werden im Bortz nicht behandelt).

Der Scheffé-Test hat sich Verletzungen gegentiber als relativ robust erwiesen; er entscheidet ten-
denziell eher konservativ (= zugunsten der Hp). Aufgrund Letzterem ist der Alphafehler des
Scheffé-Tests (zwischen den Einzelver gleichen) nicht gro3er alsder der ANOVA.

Der vollsténdige Scheffé-Test erlaubt nicht nur den Vergleich von jeweils zwei Mittelwerten,
sondern auch von Kombinationen mehrerer Mittelwerte folgender Art:

@ (R +R)[2- (X5 +%,)/[2
@ X-(X+%,)/2

3 usw.

Da man solche Vergleiche (Kontraste) oftmals nicht sinnvoll durchftihren kann, begntigt
man sich in der Regel mit Paarver gleichen. Hierflr werden die Betrége aller Differenzen von
je zwei Mittelwerten mit folgender kritischen Differenz verglichen:

Diff,.i; =‘/(ﬁ ) (P—1) - GFeter - Fp-LN-p1-a)

A - Kl > Diff ;. kann diese Differenz als maligeblich fir die Signifikanz der

Wenn

ANOVA angesehen werden.
Das bedeutet aber nicht, dass die Einzelver gleichshypothese bestatigt wurde, sondern nur,

dass diese beiden Paare zu einem grof3en Teil fur die signifikante H, der (einfaktoriellen)
ANOVA verantwortlich sind.

83




M ethodenlehre B2, B3& B4

Trendtests:

Trendtests dienen zur besseren Vorhersage der AV durch die UV(S).

Durch Trendtestswird die Treatmentquadratsummein Anteile zerlegt, die auf ver schiede-
ne Trends (linear, quadratisch, kubisch, etc.) in den Mittelwerten der AV zur iickzuftihren
sind.

Die Durchfiihrung von Trendtests setzt voraus, dass neben der AV (wieimmer bei ANOVAYS)
auch die UV intervallskaliert ist.

Wenn die UV intervallskaliert ist, kann Gber die Daten einer ANOVA auch eine Regression

gerechnet werden.
Die allgemeine Regressionsgleichung lautet:

N 2 q
y=a+b -X+b -x*+...+b - X"

Bei p Faktorstufen lassen sich maximal p — 1 Trendkomponenten (hier: p— 1 = @) untersuchen.

Grafik (samt Werten) einer linearen, einer quadratischen und einer kubischen Regression.

12

AV
S

1,00 2,00 3,00 4,00
uv

Neben einem linearen Zusammenhang kdnnen in Datensétzen auch quadratische oder ku-
bische Zusammenhange bestehen. Je mehr Trendkomponenten ber Gicksichtigt werden, des-
to besser gelingt die Vorhersageder AV, d.h. desto kleiner wird die Residualvarianz.
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Es gibt auch die Moglichkeit, monotone Trends zu untersuchen. Dafir ist kein Intervall- , son-
dern nur Ordinal-, teils sogar nur Nominal skalenniveau nétig. Man vergleicht einfach nur die
Mittelwerte, wobei man bei Nominal skalenniveau versucht, eine hypothetische Systematik (hier
eine Rangfolge) vorherzusagen.

Durch eine monotone Trendhypothese wird eine Rangfolge der Treatment-Mittelwerte vor-
gegeben.

Zusammenhange:

2 2

revs.m

Bei zwei Gruppen stimmt der Determinationskoeffizient 2, aus der linearen Regression mit der
Varianzaufklarung aus der ANOVA Uberein:

2 =n%wemnp=2.
Bei mehreren Gruppen ist diesin der Regel nicht der Fall:

r“2n #n% wennp > 2.

F-Test in der Regression:
In der Regression gibt es folgende V arianzkomponentenzerlegung:

2 _ 2 2
Sy = + Sy
. T\2 ‘IR vAY * __ N2
2=y _Xy-y)° 2y*-0)
n n n
= QSot — QSfeg + QS’ES
n n n
Analog zum F-Test in der ANOVA lassen sich in der bivariaten Regression Varianzen schétzen
und testen:

_ QS /dfrey _ QSiegf1
QSres/dfres QSres/n -2

Wenn F > F¢ 2 1), l8sst sich schliel3en, dass die UV in der AV auf Populationsebene Vari-
anz aufklart.

F
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Rangvarianzanalyse:

Die Rangvarianzanalyse (Kruskal-Wallis-Test, H-Test) ist ein nichtparametrisches Pendant zur
einfaktoriellen ANOVA.

Nicht Uber diesen Punkt wundern, er steht nicht im Bortz, wurde aber in den B3-Folien behandelt
(ganz am Ende).

Hypothese:

Ho: Die p Stichproben stammen aus Popul ationen mit denselben zentralen Tendenzen.

PrufgroiRe

Die Herleitung der Prifgrof3e H orientiert sich an der parametrischen ANOVA. Wenn die Popula-
tionsvarianz bekannt ist, kanndieHp: [y = o = ... = Mp mit folgender xz-verteilten Prufgroiie
getestet werden:

§(>'<. X)?

4

Wie beim U-Test werden beim H-Test alle Messwerte in eine gemeinsame Rangreihe gebracht.
Diese Range werden von 1 bis N verteilt, so dass der kleinste Wert die 1, der néchst groflere die 2
usw. erhalt.

Die Variablen der obigen Gleichung werden beim H-Test durch die entsprechenden Variablen
ersetzt, die sich bei einer Berechnung tiber Range ergeben:

hierbel sind
* R der Mittelwert der Rangplétze in Gruppei,

. R= (N +1) /2 das Gesamtmittel aller Rangpl&tze,
* %= (N2-1)/12 dieVaianz aler Rangpléize

. _NN_l eine Korrektur bezlglich der endlichen Grundgesamtheit.

pa R und 5% nur von N abhéngen, sind fir H folgende Schreibweisen maoglich:

N-+1 (N _1)'Zp:ni(§ _%)2
_ N—l Z(R _1 ) _ |=E3_N .

| 12
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Entscheidung:
Unter der Ho ist die Statistik H asymptotisch y-verteilt mit df = p— 1

2
FallsH > X p—11-o- Annahme der H,.

Voraussetzungen:

Der H-Test setzt voraus, dass die Messwerte aus stetigen Verteilungen stammen, die dieselbe
Form besitzen und sich nur hinsichtlich ihrer Lage bzw. zentralen Tendenz unterscheiden. Im
Vergleich zur ANOVA liegt dem H-Test also ein weniger restriktives Modell zugrunde, denn bei
der

ANOVA wird zusétzlich vorausgesetzt, dass die Verteilungen normal sind.

Der hier beschriebene asymptotische Test sollte nur eingesetzt werden, wenn die Stichproben

nicht zu klein sind (n; > 5 oder p > 4). Bel kleineren Stichproben sollte die exakte Verteilung von
H nach der Randomi sationsmethode bestimmt werden.
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M ehrfaktorielle Versuchsplane:

Wird eine einfaktorielle ANOV A nicht signifikant (die Fehlervarianz ist zu grof3), kann dies
(u.a) auf das Einwirken anderer Faktoren zuriickzuf iihren. Also machen wir doch einfach eine
mehrfaktorielle ANOVA .-

Ein Vorteil der mehrfaktoriellen ANOV A besteht darin, auch das Zusammenwirken (die Interak-
tion) mehrerer Variablen zu erfassen.

Zu beachten ist jedoch, dass z.B. bei 4 dreifach gestuften Faktoren 3 x 3x 3x 3=3*=81 Grup-
pen untersucht werden missen. Da n auch eine gewisse Grél3e haben sollte, misste man bei z.B.
n = 10 insgesamt 810 L eute untersuchen.

Deswegen ist eswichtig, in der Planung genau zu Uberlegen, welche und ob Faktoren wichtig
sein kénnen, was unndtig ist und was nicht (das st jetzt eine Sache der Methodenl ehre).

Die mehrfaktorielle Varianzanalyse entspricht der einfaktoriellen Varianzanalyse, sieist
eine Art Erweiterung. Sie baut auf dem selben System wie die einfaktorielle ANOVA auf,
alle Definitionen und Bezeichnungen sind identisch, einzig die Formeln sind leicht veran-
dert, und eskommt die Quadratsumme der Interaktion sowie weitere Treatmentquadr at-
summen hinzu. Dasist alles.

Zweifaktorielle Varianzanalyse:

Mit der zweifaktoriellen Varianzanalyse wird Uberpriift, wie eine AV von zwei UV n (Faktoren)
beeinflusst wird. Hierbei kdnnen nicht nur die Effekte der beiden Faktoren analog zur einfakto-
riellen ANOVA getrennt beurteilt werden, sondern auch die Wechselwirkung (die Interaktion)
der Faktoren kann getestet werden.

Im folgenden wird nur der Fall gleichgrof3er Zellenbesetzungen nj; = n behandelt. Fir un-
gleichgrof3e Zellen gilt das beschriebene Verfahren — im Gegensatz zur einfaktoriellen A-
NOVA - nicht!

Hypothesen:

Faktor A Foat b = e = - = 1
Hial W # e

Faktor B Flog: Ma = 1o = . = 1y
Hig: 1y # L
Hoaxg? K = Hi + 1 — 1

Interaktion AxB H1A><B: IJIJ # W+ ”i -

fir mindestens ein Paar |, |
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Datenschema:

Faktor A

al a2 e o o a'l e oo ap
X111 X211 Xi11 Xp11
X112 X212 Xi12 Xp12
X1im X21m o Xpim
X11n X21n Xpin
Xij1 X1 Xpi1
Xij2 X2j2 Xpi2
Faktor B ‘ ' . '
X1jm X2jm Xpim
Xlin X2in Xpin
X1q1 X2g1 Xpgl
X1q2 Xoq2 Xpq2
qum X2qm o Xpgm
qun X2qn qun

e Der Faktor A wird nummeriert von 1 bisp.
e Der Faktor B wird nummeriert von 1 bisq.

e DasZeicheni steht fur ein beliebiges A.
e DasZeichenj steht fur ein beliebiges B.

e DieMesswerte x (VPN) in den einzelnen Bedingungen werden nummeriert von 1 bisn.
e Das Zeichen m steht fur ein beliebiges x.
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Quadratsummen:

In dem Modell der zweifaktoriellen ANOV A werden vier Quellen der Variation unterschieden:

Quadratsumme des Haupteffektes A :
QSy=n-q-2(A-B)*
Quadr atsumme des Haupteffektes B:
QS; =n-p- §1(§,- _G)2.
Quadratsummeder Interaktion AxB:
QSacg =nN- épzlél(ﬁij _Eij )2-

ABij ist der beobachtete Zellenmittelwert (einfach in der Tabelle nachsehen) und ABjj ist
der zu erwartende Zellenmittelwert fir den Fall, dass es keine Interaktion gibt.

Wenn nur die Faktoren A und B wirken wirden, wéren folgende Zellenmittelwerte zu erwarten:
ABj =A +B -G.

Die Interaktion misst Auswirkungen, die durch die Kombination einzelner Faktor stufen
entsteht. (z.B. Medikament B1 wirkt bei Frauen besser, Medikament B2 bei Mannern)

Fehlerquadratsumme:
P d n — o
QSkenier = 2 2 2 (Xjm — ABij )*-
I=1]=1Im=1
Die totale Quadratsumme berechnet sich Uber:

P 4 n — 5
QSoa =2 2 2 (Xjm—G)*

i=1j=1m=1
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Quadratsummenzerlegung:
Sofern ale Zellen gleich stark besetzt sind, besteht folgende additive Beziehung:

QSot — QSA + QSB + QSAxB + QS:ehIer .

Die Fehlerquadratsummeist bei der zweifaktoriellen ANOV A maximal gleich grof3, meist aber
kleiner als die Fehlerquadratsumme bei der einfaktoriellen ANOVA.

Sie hat sich um die Quadratsumme (QSzaien) der erwarteten Zellenmittelwerte E” vermindert.

QS = QSzdien + QSreier

Frelheitsgrade und V arianzschétzungen:

Die Freiheitsgrade ver halten sich genauso additiv wie die Quadratsummen.

Quelle Varianzen Freiheitsgrade
n S
A 64 = _cgf & dfa=p-1
A
~ S
B 65 = %T; dfs = o1
~ Sax
AxB GAxB :% dfae=(P-1)-(q-1)
Fehler 6 Feler :(3%& dfrener =p-q- (N-1)
Fehler
Hypothesenprifung:

Sofern mit der ANOV A nur Aussagen Uber die realisierten Treatmentstufen angestrebt werden,
sind bei Gliltigkeit der Hp sémtliche Varianzen erwartungstreue Schétzer der (allen Zellen) ge-
meinsamen Populationsvarianzen. Die Entscheldungsregeln lauten daher:

Annahme der ...

Ga

Hyafals ... F =—="—> Fta,drenjer 1-a)
O Fehler

62

_ B
Hyg falls... F=—="—> Fg drene 1-)
O Fehler

~2
_ OaxB
Hae falls .. F ===%> Fdns drae 1-a)

O Fehler
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Varianzaufkl&rung:

Wie vidl der Gesamtvarianz Uber die einzelnen Treatments aufgeklart wird, erfasst man mit der-
selben Formel wie bel der einfaktoriellen ANOVA:
QS,z

2o . 0S5
Qs P Qs v QS,,

S QS; QS
2:2+2+2X:QA+ B | XSAB
T =NaT e T lAe = ag ' QS | QSew

2 _
g =

| nteraktionsdiagramme:

Um signifikante Ergebnisse besser interpretieren zu konnen, stellt man sie grafisch dar. Verlaufen
die Geraden nicht parallel, besteht zwischen den Faktoren eine Interaktion

[

al a2 bl b2

Ordinal

Hybrid bzw. semidisordinal

—

al
—: | a2
al a2 bl b2
Disordinal
| | " b2 | "2
al a2 bl b2

92
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Dadie Interpretation von Interaktionseffekten haufig durch die gleichzeitige Berlicksichtigung
von Haupteffekten verfal scht wird, nimmt man gelegentlich die Interpretation an den Diagram-
men der residualen Mittelwerte (= empirischer minus erwarteter Mittelwert) vor.

Wenn eine Interaktion signifikant geworden ist, erstellt man ein Interaktionsdiagramm. Dabel
gibt es drei mogliche Interaktionen:
1) Ordinal:
Bel einer ordinalen Interaktion weisen beide Linienzlige den gleichen Trend auf, so dass
beide in einem Diagramm steigen und beide im anderen Diagramm fallen.
Beide Diagramme sind interpretierbar.
2.) Hybrid bzw. semidisordinal:
Bel einer hybriden Interaktion zeigen die Linienziige in einem Diagramm gegenlaufige
Trends auf, so dass sie sich im anderen Diagramm schneiden.
Der eine Haupteffekt (hier: B) ist eindeutig interpretierbar (hier links: b2 immer kleiner
asbl; siehe letzte Seite), der andere Haupteffekt (hier A) sollte nicht interpretiert werden.
3.) Disordinal:
Bei einer disordninalen Interaktion schneiden siczh in beiden Diagrammen die Geraden.
Die Interpretation der Haupteffekke ist hier unmdglich, man kann hdchstens die
Unterschiede von (z.B.) b1 und b2 im Vergleich mit den Stufen des Faktors A sinvoll
interpretieren.

Feste und zuféllige Faktoren:

Bisher war es so, dass man bel der ANOV A nur (inferenzstatistisch durch F-Test abgesicherte)
Aussagen Uber diein einer Untersuchung aufgestellten Treatmenteffekte machen wollte.

Nun méchte man gelegentlich Aussagen generalisieren kdnnen, auch wenn man nicht alle Mog-
lichkeiten untersucht.

Dazu ist eswichtig, feste und zuféllige Faktoren zu klassifizieren:

e Vonenem festen Faktor (fixed factor) spricht man, wenn es bei der inferenzstatistischen
Absicherung nur um den Vergleich der tatsachlich realisierten Stufen dieses Faktors geht.
D.h. man stellt vorher feste Faktoren auf, z.B. die Faktoren Verhaltens-, Gestalt- und analy-
tischer Therapie. Diese werden dann untersucht, ohne dass man tiber andere Therapieformen
Aussagen treffen will.

e Bei einem zufélligen Faktor (random factor) geht es nicht um den Vergleich von bestimmten
Treatmentstufen, sondern es soll auf alle moglichen, auch nicht realisierte Stufen des Faktors
geschlossen werden.

D.h. wir untersuchen den Einfluss von Therapeuten auf den Therapieerfolg bel z.B. drei The-
rapeuten, aber wollen nun eine generelle Aussage Uber den Einfluss von jedem (und nicht nur
diesen drei) Therapeuten aufstellen.

Die Interpretation eines zufélligen Faktorsist somit viel weitergehend als die eines festen Fak-

tors. Deswegen gibt es auch eine weitere V oraussetzung:
Die mit allen moglichen Faktorstufen verbundenen Treatmenteffekte missen normalverteilt sein.
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Bei der zweifaktoriellen ANOVA lassen sich drei Modelle unterscheiden, wobei sich die Prifva-
rianzen wie folgt unterscheiden:

Prufvarianz
) Modell | Modell 11 Modell 111
Zu prujende A fest Afest A zufdllig
Varianz B fest B zufdllig B zufdllig
~2 ~2 n2 A2
Ca O Fehler O AxB O AxB
/\2 nD 2 A2
o G Eetler G Fehler O aAxB
~ 2D ) A2 A2
O AxB G Fehler G Fenler G Fehler

Beispiel an Modell 11: Ein signifikanter fester Faktor A besagt in diesem Fall, dass die Unter-
schiede zwischen den einzelnen Faktorstufen von A (also A, Az, As, €tc.) nicht nur bel den zu-
fallig untersuchten Faktorstufen von B gelten, sondern bei allen moglichen B.

Das Ganze gilt aber nur, wenn die Interaktion (zw. A & B) nicht signifikant ist.

Wichtigist, dass der feste Faktor gegen die Fehlervarianz signifikant ist (d.h. es gibt tatsach-
lich Unterschiede bel A), da es sonst zu der Aussage kommen kann, dass bei festem Faktor B
nichts signifikant ist, bei zufélligem Faktor schon: ,,.Bei bestimmten B hat der Faktor A keinen
signifikanten Einfluss, bei allen moglichen B hat der Faktor A einen signifikanten Einfluss.*

Bei der einfaktoriellen ANOVA wird auch die Varianz eines zufélligen Faktors gegen die Fehler-
varianz getestet, dementsprechend ist es egal, ob man da mit festen oder zufalligen Faktoren
rechnet.

Effektgrofien und Einzelvergleiche:

Effektgrofien spielen auch bei der mehrfaktoriellen ANOV A eine Rolle, wer mehr wissen will
lese nach im Bortz auf S.293 / 294.

Durch Einzelvergleiche bei der mehrfaktoriellen ANOV A finden wir heraus, zwischen welchen
einzelnen Treatmentstufen und bei welchen Interaktionen signifikante Unterschiede bestehen.

A-priori Einzelver gleiche erfordern aufwendige mathematische Verfahren (Bortz S. 295-301),
man arbeitet hierbel wieder mit den Differenzen (D) zwischen den einzelnen Stufen.

A posteriori Einzelvergleiche sind auch bei der mehrfaktoriellen ANOV A mit Variationen des
Scheffé-Tests moglich.
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Drei- und mehrfaktorielle Varianzanal ysen:

Drei- und mehrfaktorielle Varianzanalysen laufen vom Prinzip genau wie eine zweifaktorielle
ANOVA ab. Zu beachten ist neben den weiteren Faktoren (QSc, etc.) noch die Interaktion. Es
gibt bel der drei- und mehrfaktoriellen ANOVA Interaktionen 2. und héherer Ordnung; d.h. In-
teraktionen nicht nur zwischen zwei, sondern auch drei und mehr Faktoren.

Alle Interaktionen mussen abgedeckt sein, um QS zu erreichen:

QS = QS+ Q3 + Q+ Qg+ QSac+ QS t
QSvaec + QSenler -

Diedrei- und mehrfaktorielle Varianzanalyse gleicht der zweifaktoriellen Varianzanalyse,
nur muss man bei ihr viel mehr rechnen.
Dementsprechend gibt es z.B. auch mehr Nullhypothesen, hier oben wéren es z.B. 7 Ho.

Effektgrof3en spielen auch bei der drei- und mehrfaktoriellen ANOVA eine Rolle, wer mehr
wissen will lese nach im Bortz auf S.305.

A-priori Einzelvergleiche laufen wie bei der zweifaktoriellen ANOVA ab, sie erfordern auf-
wendige mathematische Verfahren (Bortz S. 295-301; 304), man arbeitet hierbei wieder mit den
Differenzen (D) zwischen den einzelnen Stufen.

A posteriori Einzelvergleiche sind auch bei der drei- und mehrfaktoriellen ANOV A mit weite-
ren Variationen des Scheffé-Tests moglich.

Ungleiche StichprobengrofRen:

Die ganzen bisherigen Verfahren der mehrfaktoriellen Varianzanalyse versagen bei ungleich gro-
[3en Stichproben. Sind die Stichprobengrof3en ungleich, ist eine wichtige Eigenschaft der ANO-
VA, namlich die Unabhéngigkeit (Orthogonalitét) der Haupteffekte und der Interaktionseffekte,
nicht mehr gegeben. Deswegen werden solche ANOV As auch als nichtorthogonale Varianzana-
lysen bezeichnet. Hierbei gibt es (theoretisch) 4 Verfahren:

[.) Missing-data Techniken:

Missing-data Techniken sind eigentlich generiert worden fir urspringlich gleichgrof3e Stichpro-
ben, bei denen ein zu vernachlassigender Prozentsatz der Daten unbrauchbar ist.

Man ersetzt die fehlenden Daten durch den jeweiligen Mittelwert. Dabei ist wichtig zu beachten,
dass somit der F-Test eher progressiv (zugunsten der H;) entscheidet.

[1.) Proportional geschichtete Stichproben:

Stehen die ungleich grof3en Stichproben (regelméaldig) in einem bestimmten Verhdtnis zueinander
(also z.B. 1: 4) kann man Uber ein paar einfache Formelmodifikationen (Bortz S. 311) eine
ANOVA berechnen. Das tolle hierbei: Diese ANOVA gehdrt noch zu den orthogonale Vari-
anzanalysen!
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[11.) Ausgleich durch das harmonische Mittel:

Sind die Stichproben ungleich und nicht proportional geschichtet, kann man die einzelnen Stich-
probenumfange durch das harmonische Mittel (Bortz S.40) aler Stichprobenumfange ersetzen.
Ist das Verhdtnis vom grofdten zum kleinsten Stichprobe kleiner as 5, kommt man zu halbwegs
genauen Ergebnissen, sofern man den Formelnim Bortz S. 311/ 312 folgt.

IV.) Das allgemeinelineare Modell (ALM):

Diesist eine Technik der ,,Multivariaten Verfahren®, eswird in einem eigenen Kapitel im
B4-Teil behandelt.

V oraussetzungen:

Die zugrundeliegenden Modelle der mehrfaktoriellen Varianzanalysen sind letztlich gleich mit
dem der einfaktoriellen ANOVA, d.h. man nimmt mit den Nullhypothesen an, dass die Daten je
Z€lle aus identischen Normalverteilungen stammen. Also lauten die V oraussetzungen wiederum
e Normalverteilung,

e Varianzhomogenitét,

e Unabhangigkeit.

Es gibt Gbrigens sogar ANOAVAs mit n = 1 Stichprobengrof3en. Diesist moglich durch spezielle
Formeln, die man auf S. 314 — 316 im Bortz findet.
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V ersuchspléne mit M esswiederholungen:

In der u.a. psychologischen Forschung werden oftmals Tests mit mehreren Messzeitpunkten
durchgefiihrt, z.B. in der Therapieforschung (Wirksamkeit der Therapie), in der Gedachtnisfor-
schung (Lernerfolge), in der Wahrnehmungspsychologie (Wiedererkennung), usw.

Um diese Tests berechnen zu kénnen, bendtigt man die Varianzanalyse mit M esswiederholungen.

Einfaktorielle Varianzana yse mit M esswiederholung:

Die einfaktorielle Varianzanalyse mit Messwiederholung pruft, ob zwischen den Mittelwerten
von p abhangigen Stichproben Unterschiede bestehen.

Bei p = 2 entspricht die einfaktorielle Varianzanalyse mit M esswieder holung dem t-Test fur
abhangige Stichproben.

Die einfaktorielle Varianzanalyse mit M esswiederholung entspricht der einfaktorielle Varianz-
analyse ohne Messwiederholung, nur wird ein neuer Faktor eingefiihrt, der sogenannte Blockfak-
tor P. Dawir bei der einfaktoriellen ANOV A mit Messwiederholung mit Veranderungen an
(z.B.) Personen rechnen, mussen die x-Werte nicht nur anhand der Faktorstufen A;, sondern auch
hinsichtlich der jeweiligen Person Py, gekennzeichnet und geordnet werden.

Bei (Versuchs-) Personen wére P; die Versuchsperson Nr. 1, welche eine Anzahl p von Messun-
gen A (also A1 bis Ap) Uber sich ergehen lassen muss.

Die Abweichungen der jeweiligen Personen vom Gesamtmittelwert ergeben den Blockfaktor.

Datenschema:
Faktor A
Vpn ay a e a ce A )
1 X11 X12 e Xij e X1p P1
? X.21 X.22 cee X.Zi cee X.2p F.)Z
m Xm1 Xme cee Ximi cee Xmp Pm
n Xn1 Xn2 .o Xni “o Xnp P,
) A Ao A A,
—_— 1 p — 1 n
Pm:B Zx|m A:ﬁ 2 Xim
| =1 m=1
—_ 1 P n
G = e 2 2 %im
I=1m=1
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Wéhrend die Stufen des Faktors A in der Regel aus bestimmten Griinden vom Untersucher fest-
gesetzt werden (z.B. Zeitpunkt 1, 2, etc.), stellen die Vpn eine Zufallsauswahl aus einer Populati-
on dar. Somit ist A ein fester Faktor, die Variable Versuchspersonen stellt einen zufalligen Faktor
dar (= Blockfaktor P).

Hypothesen:

Die einfaktorielle Varianzanalyse mit Messwiederholung prift (wie die einfaktorielle Varianz-
analyse ohne M esswiederholung), ob sich mindestens zwel Mittelwerte unterscheiden:

Hoy == ==,
Hytu #

Bei Untersuchungen der Depressivitét Uber einen Therapiezeitraum hinweg wirde die Nullhypo-
these demnach behaupten, dass die Therapie keinen Einfluss auf die Depressivitét hat.

Quadratsummen:

QSges der Varianzanalyse mit Messwiederholung entspricht dem QSeenier der Varianzanalyse oh-
ne Messwiederholung — es erfasst die individuellen Unterschiede. Zusétzlich erfasst es sogar
noch die I nteraktionseffekte zwischen Treatment und V pn.

Treatment: QSy=n- é(ﬂ -G)?

Blockfaktor: QS, = p- mi_l(ﬁm -G)?

Residual: QSges = iiél(xmi - A-P,+G)?
Gesamt: QS = iém%(xmi -G)’

P ist der Mittelwert aller Messwerte der Vp m.

Quadratsummenzerlegung:

QS = QS + QS + QSkes

Die Freiheitsgrade verhaten sich genauso.
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V arianzschétzungen:

Quelle Freiheitsgrade
n S
Treatment 62A = %f £ dia=p-1
A
n S
Residual Gles = (gf nes dfres=(N—-1)-(p—-1)
Res

Unter der Ho gilt: E(&ZA) = E(éées) = GZRes‘

Prifung der Nullhypothese:

Annahme der H4, falls

Ga
n2
O Res

F = > Fldf o df Res 1- )

Dieser F-Bruch kann auch zum Test der Nullhypothese herangezogen werden, wenn A ein zufél-

liger Faktor ist.

Trendtests und Einzelvergleiche:

Ebenso wie bel der einfaktoriellen ANOV A ohne Messwiederholung kénnen auch bei dieser
ANOVA Trendtests, apriori Einzelvergleiche und a posteriori Einzelvergleiche (= Scheffé-Test)

durchgefihrt werden.

ja 2 A2
Als Prifvarianz muss jedoch GR% anstatt O penjer €iNgesetzt werden.

| psative Daten:

Eine einfaktoriellen ANOV A mit Messwiederholung lasst sich auch als einfaktoriellen ANOVA
ohne Messwiederholung darstellen, wenn man die urspringlichen Messungen der Vpn ,,ipsati-
viert“. Dabei wird von jedem individuellen Messwert p der Durchschnitt P abgezogen.
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Mehrfaktorielle Varianzanalyse mit M esswiederholung:

Die mehrfaktorielle ANOVA mit Messwiederholung ist einfach eine Erweiterung der einfakto-
riellen ANOV A mit Messwiederholung; es treten wieder Interaktionseffekte auf, die beachtet
werden missen.

A bezeichnet weiterhin den Messwiederholungsfaktor, B ist der sogenannte Gruppierungsfaktor.

Hypothesen:
Die Hypothesen sind mit der der zweifaktoriellen ANOV A ohne Messwiederholung identisch.

Datenschema:
Das Datenschemaiist im Vergleich zur einfaktoriellen ANOV A mit Messwiederholung um den
Faktor B erweitert worden.

Faktor A

Faktor B ap cos a <o ap >
X111 oo Xi11 <o Xp11 P.11

b1 xl:lm oo xi:lm coe xélm P:lm
i xl:ln oo xi:ln coo xéln P:ln
. X;jl . X|:jl Xp:)jl F;11
bj X];jm .o >q;m e xpjm Pim
i X:l_jn Xiin oo xp:,,-n Pin
. X:qu . Xl.ql X;;ql P.ql
by xl:qm . xi;m xp:qm P;m
xl.qn x..qn oo x;qn P.qn

Quadratsummen:

Die Quadratsummen werden erweitert um QSin s (= Unterschiede zwischen den VP innerhalb der
einzelnen Stichproben, aso z.B. in der Stichprobe A4, B,) und

QSaxvpn (= spezifische Reaktionsweise der Vpn auf die Faktorstufen A).
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A QSy=a-n-X(A -5’

B QSB=IO-'”°§,(§1—5)2

AxB QSAxB:nZT):ZT:(A— ~-A-B;+G)?
Ax Vpn QSapn = ll%(xjm—ABu P+ B))?
inS QSps =P %%(ﬁm B))?

Gesant Qsot=iz§§(>q,-m—5)2

Quadratsummenzerlegung:

QSot - QSA + QSB + QSAxB + QSAprn + QSnS

Varianzschatzung:

Lauft genauso ab wie immer: jeweilige QS geteilt durch ihre df.

Prifung der Nullhypothese:
Lauft genauso ab wie immer; man beachte nur, dass anstelle von QSges NUN QSavpn die Prifgro-

Re darstellt.

2

F=

(O
A2

=> Annahme der H
> Fdf p. df cvpn 1-0) :

] AxVpn

Trendtests und Einzelvergleiche:
Sind ebenso durch einfache Formelmodifikationen moglich (siehe Bortz S.327 ff.)
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Mathematik total:

Dreifaktorielle Varianzanalysen mit M esswieder holung:

Bel diesem Fall wird es ganz garstig, es gibt bei dieser Erweiterung z.B. mehrere Mdglichkeiten,
unterschiedlich viele Faktoren als M esswiederholungsfaktoren zu benennen.

Wer Extremsport liebt: Bortz S. 330-339

ungleiche Stichprobenumfange:

Auch bei der mehrfaktoriellen ANOV A mit Messwiederholung gibt es Verfahren, um ungleich
grof3e Stichproben berechnen zu kdnnen, sofern einige wechselnde Bedingungen erfillt sind
(Bortz S. 329-330; S. 331-332; S. 337-338).

Bei einer einfaktoriellen Varianzanalyse mit M esswiederholung miissen die Stichproben gleich
grof3 sein, denn sonst wiirden einige Vp nicht alle Messzeitpunkte absolviert haben.

V oraussetzungen:

e Normalverteilung der Fehler- bzw. Residualkomponenten.

e Homogene Varianzen unter den Faktorstufen.

e Homogene Korrelationen zwischen den Faktor stufen. (da Unabhéngigkeit zwischen den
Faktorstufen bei Messwiederholung ja schwierig ist)

Waéren die Korrelationen Null (also gabe es Unabhangigkeit), hatten wir identische Er geb-
nissewie bei der ANOVA ohne M esswieder holung.

Bei Verletzung der oben genannten Bedingungen entscheiden die F-Tests progressiver, d.h. eher
zugunsten der H;.

Sind neben homogenen Korrelationen auch homogene V arianzen nicht vorhanden, kann man eine

€ -Korrektur anwenden.

—1 <e<l
p— 1 &€= , dieser Wert € wird geschétzt und dann mit den Freiheitsgraden multipliziert,

diese werden kleiner, die Entscheidung konservativer, d.h. spater signifikant, und auf diese Weise
gelangt man auch bei solchen Verletzungen zu (halbwegs) funktionalen Tests.
(siehe Bortz S. 342-346)
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Kovarianzanalyse:

Um die Fehlervarianz zu reduzieren — und somit bessere Reliabilitét (Zuverlassigkeit der Daten)

und Validitét (Gultigkeit inhaltlicher Schlussfolgerungen) zu erhalten — , gibt es mehrere M 6g-

lichkeiten:

¢ Man kdnnte mehrere Faktoren einfihren, jedoch ben6tigt man aber dafr viele Vpn.

e Man kdnnte Messwiederholungen durchfihren, jedoch kann es da zu Ermidungserscheinun-
gen seitens der Vpn (und somit zu Ergebnisverzerrung) fihren.

Doch wie immer gibt es bei solchen Einleitungen auch eine Lésung, die die eben genannten
Nachteile nicht hat:

DIE KOVARIANZANALY SE (ANCOVA)
Der Vorteil hierbel ist, dass die Zahl der Vpn nicht erhtht werden muss, und abgesehen von der
Erhebung der KV keine weiteren Erhebungen oder Nachuntersuchungen folgen muissen.

Die Kovarianzanalyse (ANCOVA) bietet die Moglichkeit, neben der UV den potentiellen
Einfluss einer weiteren Variablen (Kontrollvariable bzw. Kovariate) auf die AV zu ber tick-
sichtigen. Die Kontrollvariable (KV) mussintervallskaliert sein und wird zusatzlich zur AV
an jedem Probanden miter hoben.

Gepruft wird also, wie stark der Einfluss der KV auf die Untersuchung ist. Dabei wird der Ein-
flussauf die AV neutralisiert.

Die ANCOVA ist eine Varianzanalyse Uber Regressionsresiduen, die ausder Regression der
AV auf dieKV resultieren. Die Frageist also, ob die UV Mittelwertsunter schiedein den
Daten erklart, wenn der (lineare) Einflussder KV herausgenommen wurde.

(Wir kombinieren also varianzanalytische mit regressionsanalytischen Techniken!)

Eine ANCOV A rechnet man gerne, wenn man (spétestens bei a-priori Tests herausgefundene)
vorgegebene Unterschiede nicht berlicksichtigen will (z.B. Intelligenz bei Lernmethoden).

ACHTUNG:
Dadie Formeln bel der Kovarianzanalyse gelegentlich sehr kompliziert werden, lasseich meist
beim Summenzeichen die Ober- und Untergrenzen weg. Die gibt es aber trotzdem noch!!!

Einfaktorielle Kovarianzana yse:

Diesist die einfachste Version aller ANCOVAS, sie wird ausfuhrlich erklért, dafir werden die
anderen Modelle spéter nur kurz angeschnitten.

Fur eine ANCOVA mussvon jeder Vp ein Messwert der abhangigen Variablen Y sowie der
Kontrollvariablen X vorliegen.

(ACHTUNG: dieKV ist X, die AV Y!II)

Die Summer der x-Werte unter einer Faktorstufe werden mit A,y und die Summer der y-Werte
unter einer Faktorstufe mit Ay gekennzeichnet.
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Datenschema:
Faktor A
a cen g cee dj
X11 Y .o X Yii coe X1p Y1p
X.21 y.21 cee X.2i y.2i cee X.2p y.2p
Xt:nl yr.nl .o ani y[“ .o Xr.np y,.np
X1 Ym1 Xnii Yhii Xnpp Ynpp
— L Nj — 1 Nj
Ay =3 2 Xmi Ayi) = 7 2 Ym
—_ nj p — ni p
x:_z_zxmh y:—z Zyml
m=11=1 m=1i=1

AlsVortest wird gerne eine einfaktorielle Varianzanalyse (mit den y-Werten, also den Werten
der AV) gerechnet. Die dann gerechnete ANCOV A kann bei einer signifikanten ANOVA gerade
nicht signifikant sein und umgekehrt.

Hypothesen:

Bel der ANCOVA werden adjustierte Mittelwerte der AV getestet, die zu erwarten wéren, wenn
die KV keinen Einfluss hétte.

adj

ad _ _
1 - ..._Hp

adj
cee — ““i I =
H pf 2 p

Ho: u

Quadratsummen:

Wiebei der einfaktoriellen ANOV A wird von folgender Quadratsummenzerlegung ausgegangen:

% % %
antal — QSA + QSFehIer
Da diese Quadratsummen Uber Residualwerte bestimmt werden, werden sie mit einem * versehen

(indiziert).
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Totale Quadratsumme:
Die QS[*(‘)t ist die Unterschiedlichkeit aller y-Werte, die nicht durch die Unterschiedlichkeit der

x-Werte erklért werden kann. Diesist die Summe der quadrierten Residuen der Regression von'y
auf x. [Also jetzt nicht wundern, dass eine Regressionsgleichung folgt. Bei der ANCOVA wollen
wir Zusammenhange (d.h. z.B. Korrelationen, Regressionen etc.) herausfinden.]

Bestimmung von b und a in der Totalen Regressionsgleichung:

ZZ( m| o ) (yml G )
bt — tot _ ~ _RKhiot .
. 6 )2 a — Gy b GX

Z Z (Xm -
m |
Vorhersage der AV durch dieKV:

"tot tot tot
o b X + Ayx.

Berechnung der Residuen:
Fir jede Vp berechnet man das Residuum.

*tot tot

= Ymi —
Diese resultierenden Residuen stellen die Werte der AV dar, die nicht von der KV beeintrachtigt
werden.

Bestimmung der QS’&:

QSq = Z Z y*mt2

Nun kann man QSE’;t mit Qsot unserer emfaktorlellen ANOVA in Verbindung bringen und

ausrechnen, wie stark die Kovariate das Ergebnis beeinflusst (verzerrt) hat.
Es ergibt sich eine meist etwas kleinere QS* o (nie grof3er), als bei normaler ANOVA, dadie KV
jarausgerechnet wurde [QS sind immer positiv. Die positive KV wurde abgezogen. => Klar?]

Ein Beispiel:
QS =504 QS = 4645
50,4 — 46,45 = 3,95

(3,95:50,4) x 100% = 7,8%
DieKV ist hier fur 7,8% der Gesamtunterschiedlichkeit verantwortlich.

waren QS und QS identisch (also kein Einfluss der KV), kénnte man auch einfach eine
ANOVA rechnen.
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Fehlerquadratsumme:
Bei der QS;ehIer wird jewells die Unterschiedlichkeit innerhalb der Gruppen betrachtet, die

nicht mit der KV erklart werden kann. D.h. im Gegensatz zur ANOV A werden die Unterschiede
aller Messwertpaare pro Gruppe (=Faktorstufe A;) berechnet und nicht die Unterschiede aller
Messwerte vom Gesamtmittel.

Dawir bei der ANCOVA (anfangs) mit Regressionen arbeiten [L etztendlich erfolgt eine Vari-
anzanalyse mit den Residuen, also ab den Quadratsummen.], ermitteln wir erst eéinmal b und a"
, was ein Teil der Fehlerregressionsgleichung darstellt.

Bei der ANCOVA wird angenommen, dass dieser Einfluss linear und in alen Gruppen gleich ist.
Eswerden b" und jeweilige a" der Faktorstufe bestimmt (das jeweilige " gleicht Mittelwertsun-
terschiede in den einzelnen Faktorstufen aus):

) Zm:Z(xm _'Ky(i))'(ymi _'E‘y(i)) - o
_ ;Z(Xm - Ra))z " = Ay —b"- A,

in

Bestimmung der vorhergesagten Werte je Gruppe (wie bel QS):
~in in in
Y =07 - Xy + &
Berechnung der Residuen (wie bei QS):
. "
mi = Ymi — Ymi-
Bestimmung der QS;; ehler (wie bei QS):

QSEehIer — %ZII mi

Es ergibt sich eine meist etwas kleinere QS* rener (Ni€ grofier; obgleich — anders als bei QS* (ot —
rein theoretisch maoglich), as bel normaler ANOVA, dadie KV jarausgerechnet wurde.

Treatmentquadratsumme:
Die QSZ kann nur indirekt bestimmt werden:

QSa = QSot — QSeter

Diese Quadratsumme muss nicht mit der Quadratsumme zwischen den geschétzten adjustierten

Mitteln Ubereinstimmen: —a(ffi) _ Ky(i) —_p". (R(i) _ gx) (= nicht so wichtig)
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Freiheitsgrade und V arianzschétzungen:

Quelle
n 2 S,
Treatment Ga _9Q 2 df =p-1
df ;
~ 32 QSenier .
Fehler CFenler = df_ dfferie =N —p -1
Fehler
. %2
Unter der Ho gilt: E( ) E(Gpemer) = 0O,
Hypothesenprifung:
Annahme der Hy, falls
%2
(0]
F=—A _>F .
%2 (df dfFehIer —a)
O Fehler

Unterschiedliche StichprobengroRen, A-priori Einzelvergleiche:

Unterschiedliche StichprobengréfRen sind maglich, wenn man einzelne Formeln modifiziert (sie-
he Bortz S. 356).

A-priori Einzelvergleiche basieren bel der ANCOVA auf bereinigten AVs, aso AVs mit he-
rauspartialisiertem Einfluss der KV (siehe Bortz S. 356).

Effektgroien:

Das Tolle bei der ANCOVA waren jadie moglichst kleinen Stichprobengréf3en. Die kann man
mit Effektgrolen ermitteln.

Die Formeln zur Effektgrofie bei der ANCOVA sind mit denen bei der ANOVA identisch! (siehe
also ,Einfaktorielle Versuchsplane: Effektgrofzens

Man beachte nur, dass die Formeln

d= Hmax — Hmin nd €= n _
o 1-7

2

sich auf die korrigierten Mittelwerte beziehen. Also A;(i) = Ay(i) ~b" '(A<(i) —GX)
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Zusammenfassung:

Die ANCOVA ist dso eine Methode, die varianzanalytische mit regressionsanal ytischen Metho-
den kombiniert.

Man berechnet zuerst von der KV aus eine Regression auf die AV und kann so den Teil der AV,
der mit der KV zusammenhangt, herausfinden. Mit dem Rest (den Residuen) der AV rechnet man
dann eine einfache Varianzanalyse.

Die ANCOVA kann sowohl ein vorher nicht signifikantes Ergebnis signifikant machen, wie auch
umgekehrt.

L etzteres kann passieren, wenn die KV mit der UV korreliert, wenn z.B. Wirkung von Schichtun-
terschieden (UV) auf Ausgaben fur Kindererziehung (AV) gemessen wird & das Einkommen der
Eltern (KV) rausgenommen wird (wére da zwar blddsinnig, aber theoretisch machbar).

V oraussetzungen:

e Normalverteilte Fehlerkomponenten.

e Homogene Fehlervarianzen. genauso wie bei der ANOVA
¢ Unabhangige Fehlerkomponenten.

¢ Homogene Steigungen der Regressionen innerhalb der Gruppen.

Die ANCOVA erweifdt sich al's mindestens ebenso robust wie die ANOVA, im letzten Punkt ist
sie sogar sehr robust [ Es miissen schon die Regressionen (stark) heterogen sein, die Stichproben
ungleich grofd und die Residuen nicht normalverteilt sein!].

M ehrfaktorielle Kovarianzanalyse:

Die mehrfaktorielle Kovarianzanalyse ist wiederum eine ssmple Erweiterung der einfaktoriellen
Kovarianzanalyse, nur ist sie komplizierter zu berechnen.

Denn die KV muss aus allen Treatmentquadratsummen, ergo QS,, QSs & QSa.s herausgerechnet
werden. Das fuhrt zu jeder Menge Formeln (siehe Bortz auf S. 360-363), da nur QS und QSrenier
direkt zu bestimmen sind.. Ansonsten ist alleswie bel der einfaktoriellen ANCOVA.

Kovarianzanalyse mit Messwiederholung:

Eine einfaktorielle ANCOVA mit Messwiederholung ist wieder nur eine einfache Erweiterung
der einfaktoriellen ANCOVA, eswird halt nur komplizierter. Man arbeitet halt mit QSres Statt

QSkenier, UNd muss einige Formeln anwenden (Bortz S. 363-372).

Eine mehrfaktorielle Kovarianzanalyse mit Messwiederholung bedeutet jede Menge Formeln,

man verliert die Ubersicht, und ist wohl auch nicht notwendig zu behandeln.
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Unvollstandige, mehrfaktorielle V ersuchspléne:

Gelegentlich kann esin der (u.a. psychologischen) Forschung dazu kommen, dass man nicht alle
M oglichkeiten (Faktorstufenkombinationen) einer Varianzanalyse erfassen méchte — da es z.B.
zuviel Aufwand wére. Deswegen bendtigt man Verfahren, die solches ermdglichen.

Hierbel gehen nur die Haupteffekte und Interaktionen in die Analyse ein, die wir bendtigen.
Versuchsplane, bei denen nicht alle mdglichen Faktor stufenkombinationen unter sucht

wer den, bezeichnet man als unvollstandige Ver suchspléne.

Es kann gelegentlich auch methodisch unmoglich sein, einen vollstandigen Versuchsplan aufzu-
stellen, z.B. der Vergleich von Therapieerfolg mit den Faktorstufen Behandlungsmethode A und
Therapeut B. Daes sich im Allgemeinen um spezialisierte Therapeuten handelt, kdnnen wir nicht
erwarten, dass ein auf Verhaltenstherapie spezialisierter Therapeut pl6tzlich auch Psychoanalyse
macht.

Die nun folgenden Verfahren werden nur auf3erst kurz behandelt, da sie meines Wissensin
keiner Veranstaltung des Bereiches M ethodenlehre vorkamen und auch auf keinen Folien
oder Skripten zu finden sind.

Wer es trotzdem wissen will, lese Kapitel 11 im Bortz (S. 375-396).

Hierarchische und teilhierarchische V ersuchspléne:

Tritt jede Faktorstufe eines Faktors (z.B. A) nur mit einer bestimmten Faktorstufe eines anderen
Faktors (z.B. B) auf, haben wir eine Verschachtelung. Die Stufen des einen Faktors (hier B) wer-
denin die Stufen des Anderen (hier A) hineingeschachtelt (siehe Tabelle).

Versuchsplane, bel denen durch die Schachtelung des einen Faktorsunter den anderen
Faktor eine Hierarchie der Faktoren entsteht, bezeichnet man als (zweifaktorielle) hierar-
chische Versuchsplane.

Hierarchischer Versuchsplan:
(S steht jetzt fur die Summe der n, ich hatte keinen Bock, die auch noch darein zu schreiben)

a1

52

3

by

b,

bs

bs

bs

be

Sua

Si2a)

S

Swe

Sz

S

Beispiel eines vollstandigen Versuchsplanes, wobei die gefillten Kasten dieselben wiediein

der letzten Tabelle darstellen (ja, der Index von Sist anders):

= 22 (!
bl Sll
b, Si2
bs S
(o) So
bs Ss5
be Ss6
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Teilhierarchische Versuchsplane gibt es erst ab drei oder mehr Faktorstufen, der Unterschied
besteht darin, dass nicht alle Faktorstufen unter den Stufen eines Faktors geschachtelt sind, z.B.
waére C nicht unter A geschachtelt. Das séhe beispielsweise so aus:

=l

5

3

C1

by

b,

Bs

by

bs

be

C2

Sll( 1)

S.LZ( 1)

S’21( 2)

S22(2)

Saz)

Ss(3)

Das Ganze bei den hierarchischen und teilhierarchischen Verfahren lauft wieder Uber Quadrat-
summen und Prifvarienzen ab — natirlich mit modifizierten Formeln, ansonsten aber wie immer.

Man kann bei hierar chischen oder teilhierarchischen Verfahren keine I nter aktionen zwi-
schen den geschachtelten Faktoren testen!

L ateinische Quadrate:

L ateinische Quadrate fuhrt man durch, um Haupteffekte zu Gberprifen. Man kann sie aber nur
durchfuhren, sofern keine Interaktionen vorliegen.
Mit lateinischen Quadraten konnen 3 Haupteffekte geprift werden.

Beispiel eines lateinische Quadrates fir p = 3 (p = Anzahl der Faktorstufen):

& & 23
b1 C1 Co Cs
b, Co Cs C1
bs Cs C1 C

Man beachte hierbei, dass das C3 von b2 und a2 eigentlich neben sich noch ein ¢; und ein ¢, hétte.
Diefallen hat nur raus. (Nicht kapiert? Tabelle zur Erléuterung => Bortz S.385)
Der Rest — QS, Prifvarianz — lauft wie immer.

Griechisch-lateinische Quadrate:

Das ist dasselbe wie ein lateinisches Quadrat, nur kénnen vier Haupteffekte geprift werden, so-
fern keine Interaktion vorliegt (Bortz S. 388).

Quadratische Anordnungen mit M esswiederholungen:

Naturlich kann man auch Messwiederholungen bei den Quadraten durchftihren. Dabei ist zu be-
achten, dass die einzelnen Faktorstufenkombinationen voneinander unabhangig sind.
Wichtig ist auch noch, wie man die Stufen anordnet. (Bortz S. 392-396)
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Theoretische Grundlagen der Varianzana yse:

In den bisherigen Kapiteln im varianzanal ytischen Teil dieses Skriptes waren die Verfahren mog-
lichst logisch im Zusammenhang ihrer Anwendungsmaoglichkeiten dargestellt worden. Die theo-
retische Herleitung der Verfahren und ihrer einzelnen Untertests, Vorgaben, etc. soll nun behan-
delt werden.

Die nun folgenden Verfahren werden — ebenso wie das letzte Kapitel — nur auflerst kurz
behandelt. Alles, wasich anschneide, ist auch in den B3-Folien behandelt wor den.

I ch glaube nicht, dass dieses Kapitel fur die Prufung relevant ist (aber Sicherheit geht vor).
Wer trotzdem noch mehr wissen will, lese Kapitel 12 im Bortz (S. 397-422).

Einfaktorielle Varianzanal yse:

In der ANOV A wird angenommen, dass sich der Messwert des Probanden m aus der Gruppei
gemadl3 folgendem linearen M odell zusammensetzt:

Xim=H+ o+ Em.

Hierbei bezeichnen die drei Grofien:

U Gesamtmittel aller untersuchten Populationen.
Dieser Parameter ist konstant fir ale Messwerte.
ai —H-H
Effekt der Bedingung i, der jeweils fur alle Objekte einer Population i konstant ist.
€im = Xim— M
Individuelle Fehlerkomponente bzw. Unterschiede, die nicht durch das Treatment erklé&rbar
sind.

Die Abweichung des Messwertes X vom Gesamtmittel i geht zum einen auf den Effekt der UV
(o) und zum anderen auf den Einfluss anderer unbekannter Faktoren (gjy,) zuriick.

Varianzschatzungen:
Bei Gultigkeit der Ho sind sowohl 6% alsauch 6|2: chler STWartungstreue Schétzer der gemein-

samen Populationsvarianz (55.

Wenn Ho gilt, dann:
E(GZA) = E(Glzzehler) = Gg

Die Fehlervarianz ist fir Faktoren mit zufalligen und festen Effekten die beste Prtfvarianz
fur die Treatmentvarianz.
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Mehrfaktorielle Varianzanalyse:

Bel der zweifaktoriellen Varianzanalyse wird angenommen, dass sich der Messwert des Proban-
den maus der Bedingung ij gemal3 folgendem linearen Modell zusammensetzt:

Xjm= K+ o + fj + afij + &jm.

U Gesamtmittel aller untersuchten Populationen.

Konstante fur alle Messwerte.
Qi =M. —H

Effekt der Bedingung i des Faktors A. Konstante fur ale Objekte einer Population i.
§ =Hj—H

Effekt der Bedingung j des Faktors B. Konstante fr alle Objekte einer Population j.
o T (R VR (Ve VA (ST YY)

== Hi—

Interaktionseffekt, der durch das Zusammenwirken von Stufe i und Stufe j entsteht.
€ijm = Xijm — M

Individuelle Fehlerkomponente bzw. Unterschiede, die nicht durch das Treatment erklar-

bar sind.

Die Punkte bei den Mys kennzeichnen einen fehlenden (hier redundanten) Index.

Varianzanalyse mit M esswiederholung:

Bei der einfaktoriellen Varianzanalyse mit M esswieder holung wird angenommen, dass sich
der Messwert des Probanden m aus der Bedingung i gemal3 folgendem linearen Modell zusam-
mensetzt:

Xim= KU+ o + Ty + ATy + Ejm.

U Gesamtmittel aller untersuchten Populationen.

Konstante fur alle Messwerte.
QL =M. —H

Effekt der Stufe i des Faktors A.
Tm = Hm—H

Spezifische Reaktionsweise der Person m. Konstant Uber alle Stufen des Faktors A.
OTtim Interaktionseffekt: Spezifische Reaktionsweise der Person m auf die Faktorstufei.
€im Individuelle Fehlerkomponente.

OLTtim Und €jm kBnnen nicht getrennt voneinander geschétzt werden und werden zu einer Residu-
alkomponente ReS;,, zusammengefasst:

Xm =l + o + Tt + RES .
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Wann resultieren eigentlich abhangige Stichproben?

Abhéngige Stichproben resultieren, wenn ...

e ... eine Stichprobe von n Personen sukzessive allen p Untersuchungsbedingungen ausgesetzt
wird,

e ... ann Personen zu p Zeitpunkten Messwerte erhoben werden,

e ... 0oder wenn p Gruppen von je n Personen hinsichtlich einer Matchingvariable paralelisiert
werden.

Kovarianzanalyse:

Im Vergleich zur einfaktoriellen ANOVA erweitert die einfaktorielle Kovarianzanalyseihr

ymi:Uy+0Ci+Byx'(Xmi_p-x)+8mi

Hy Gesamtmittel der AV.

o Vom Einfluss der Kontrollvariablen bereinigter Effekt der Stufe i des
Faktors A.

Byx + (Xmi — 1) Abhangigkeit der AV von der KV. Zwischen Y und X wird nur ein
linearer Zusammenhang angenommen, der Uber alle Stufen der UV
gleichist.

Emi Individuelle Fehlerkomponente.

Weitere Verfahren:

Weitere Verfahren wéaren im Kapitel 11 des Bortz — “Unvollstandige, mehrfaktorielle Versuchs-
plane” — zu finden. Daich die aber sowieso nur kurz behandelt habe, lasse ich sie hier weg.
(Nachzulesen im Bortz S.414 - 416)

Allgemeine Regeln:

Im Bortz auf S. 416 bis 422 stehen allgemeine Regeln zur Erstellung von Varianzanalysen, mit
allem, was das Methodikerherz begehrt: Datenmodelle, Erwartungswerte, Rechenregeln, etc.
Das Tolle daran ist, dass man so jede mogliche Verfahrenskombination selbst erstellen kann.
Noch besser hingegen ist, dassunsdasfur die Prifung vollig wur scht sein kann.
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